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APRESENTACAO

A AIGeBRA IINeAR é considerada essencial ao tratamento de problemas liga-
dos as mais variadas ciéncias como Matematica, Fisica, Engenharias, dentre ou-
tras. Com o objetivo de conceber enfoque especial e diferenciado para o estudo
da Algebra Linear, este livro contempla também, em todos os capitulos, discus-
sdes acerca de aplicagdes computacionais, tendo como ferramenta o OCTAVE,
que é um software livre e de facil utilizacdo. Relacionando contetidos essenciais
de Algebra Linear por meio de uma abordagem computacional, ele facilita a
compreensao dos aspectos tedricos abordados em cada se¢do. Assim, este livro
se caracteriza como uma importante ferramenta no tratamento de problemas
de Algebra Linear em estudos ligados as diversas areas do conhecimento.

A adogdo do software OCTAVE se d4, entre outros fatores, pela versatilidade
de sua aplicacdo, facilidade de manipulacdo da algebra matricial, tamanho do
arquivo de instalagdo e requisitos computacionais minimos necessarios, além,

é claro, pelo fato de ser ele um software livre.



No primeiro capitulo, que traz um tratamento especial ao estudo de matri-
zes, sao abordados os principais tipos de matrizes, bem como as defini¢des e
operacoes basicas envolvendo este contelddo. O estudo prossegue no segundo
capitulo com a andlise de sistemas de equacdes lineares, em que sdo abordados
conceitos fundamentais como o de determinantes, inversa de uma matriz, den-
tre outros temas de importadncia para se compreender outros topicos que serdo
tratados neste volume.

O estudo segue nos capitulos subsequentes abordando toépicos fundamen-
tais de Algebra Linear sempre com a preocupacio de trabalhar a teoria utili-
zando recursos de computacdo. Assim, no terceiro capitulo, sdo discutidas as
chamadas transformagdes no plano, em que sio estudados alguns tipos de pro-
blemas envolvendo as formas em que estas transformac¢des podem ocorrer. No
capitulo seguinte, é apresentado um tratamento detalhado dos espagos e subes-
pacos vetoriais, enunciando defini¢des, teoremas e principais propriedades do
contetido. O quinto capitulo aborda os fundamentos das transformagoes linea-
res; e o sexto exibe uma introdugido ao estudo de autovalores e autovetores com
seus principais fundamentos e aplicagdes.

Servindo como texto de referéncia, finalmente, o sétimo capitulo é dedicado
ao OCTAVE; nele sdo mostrados os procedimentos basicos de utilizagcdo desse
software, tais como seus comandos principais, entradas de matrizes, vetores e
operadores.

Como este ultimo capitulo servird como fonte de consulta ao leitor durante
o acompanhamento de todo o contetdo do livro, recomenda-se ao estudante
que ele seja lido previamente, de modo a facilitar a compreensao dos exemplos
computacionais apresentados no decorrer do livro.

Para facilitar a leitura e a identificacdo dos diversos itens do texto, sdo utili-
zados recursos graficos, ressaltando e diferenciando as defini¢des ou proprie-
dades de cada um:Defini¢do 1.1: ; exemplos: Exemplo 1.1: ; exemplos resolvi-

dos: ER 1.1: ; teoremas: Teorema 1.1: ; exemplos apresentados com a ajuda



delimitadas, permitindo a facil identificacao do seu inicio e do seu fim.

Os exemplos resolvidos (indicados por ER no texto) sdo acompanhados, na
maioria das vezes, da resolu¢do do mesmo problema por meio de recursos do
OCTAUVE, e isto é indicado pelo icone &, seguido da palavra OCTAVE. Neste caso,
a fonte dentro da caixa é alterada para cronos pro, e todos os comandos que de-
vem ser inseridos no OCTAVE sao exibidos na fonte courier new. Este recurso
de alteracdo de fonte também é utilizado para facilitar a visualizacdo e contex-
tualizagcdo do ambiente OCTAVE.

Para finalizar, deixamos um agradecimento especial a todos os alunos, pro-
fessores e demais colaboradores, que enviaram sugestdes, criticas e que, de al-

guma maneira, estimularam o desenvolvimento deste livro.

M. H. Stoppa
R. A. Borges
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1. mATRIZES

E mUItO COmUm em varias areas, como fisica, quimica, biologia, estatistica,
organizar um determinado conjunto de nimeros em uma tabela retangular. Na
realidade, no cotidiano é conveniente e até necessario usar conjuntos de nu-
meros arranjados em linhas e colunas, de modo que suas posicdes sejam guar-
dadas para uma posterior comparagdo e para uma variedade de outras razoes.
Neste capitulo, sera apresentada a teoria de matrizes, exibindo definicdes para

varios tipos de matrizes e suas principais propriedades.

1.1 DEFINICOES

Considere uma empresa que fabrica trés modelos de churrasqueira: um mode-
lo elétrico, um modelo padrao, e um modelo a gas. Se a empresa deseja comparar
as unidades da linha de producio e o trabalho envolvido em um més de produgio

de cada um desses modelos, uma tabela pode ser usada para apresentar os dados:






modelo modelo  modelo

elétrico  padrao agas
unidades de material ( 30 26 21 \
unidades de trabalho |\ 5 7 4 )

Os niimeros acima servem apenas para ilustrar, de modo muito simplifica-
do, a aplicagdo de uma tabela de ntimeros reais. As unidades de material (que
representam a quantidade de churrasqueiras produzidas) para os trés modelos
estdo na primeira linha da tabela, as unidades de trabalho (que representam a
quantidade de postos de trabalho utilizados) na segunda linha, e as unidades
de produgdo para cada modelo (material e trabalho) nas colunas da tabela. Se
0 padrao no qual as unidades estdo sendo guardadas esta claramente definido,

esta tabela pode ser representada simplesmente como:
30 26 21
5 7 4

Outro exemplo do uso de tabelas retangulares de ntimeros reais é o que

(1.1)

pode ser utilizado por um técnico de basquete que deseja manter um registro
do niimero de participagdes em jogos e do desempenho de pontuagao de seus

trés principais jogadores. Considere a seguinte tabela:

jogos pontos lances livres

18 123 52
]Ogadorg 15 95 37
Jogadsr @ 12 78 62

\

Aslinhas guardam os dados referentes a cada um dos trés jogadores, e as co-
lunas guardam da esquerda para a direita, respectivamente, o nimero de jogos
participados, o nimero total de pontos e os pontos marcados por arremessos

de lances livres, de cada jogador.
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Uma vez que a representacao das linhas e colunas esta determinada, é pos-

sivel guardar apenas os dados, ou simplesmente,

(18 123 52)
15 95 37
le 78 62J

(1.2)

Apbs esta breve introdugao, podemos definir o que é uma matriz:

Definicdo 1.1: Matrizes sdo tabelas retangulares de elementos a; dispostos

da seguinte maneira:

(all alZ I— aln \| | all a12 I— aln ||
aZl aZZ L azn ou a21 a22 L azn

M MO M M o M

aml amZ L amn) aml amZ L aan

(1.3)
onde cada elemento a; tem dois indices: o indice linha e o indice coluna,

respectivamente representados pori e j, que indicam a sua posi¢io na tabela.

Uma matriz é descrita entre parénteses ou colchetes, sem distingdo.

Os elementos a,, a,,, ..., a,, 540 0s elementos da i-ésima linha.
Os elementos a,, a,, ..., a,; sdo os elementos da j-ésima coluna.

O elemento a; é o elemento que estd na i-ésima linha e j-ésima coluna.

all alZ L alj L 1n
a,, a, L 2% L a,
M M O MO M
a, a, L {a 'L a,
M M O: MO M
a, a, L a, L a,

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 15



Exemplo 1.1: O elemento a,, da matriz (1.1) é igual a 5; isto é, a,, é o elemen-

to que estd na 22 linha e 12 coluna.

Definicao 1.2: A matriz de m linhas e n colunas é chamada matriz de ordem

m por n.

Assim, a ordem da matriz indica o “tamanho” da matriz, ou seja, quantas
linhas e quantas colunas a matriz possui. A ordem de uma matriz, por exemplo,

3 por 2 é comumente indicada por 3x2.

Exemplo 1.2: A matriz (1.1) é de ordem 2 por 3 (2x3), enquanto a matriz
(1.2) é de ordem 3 por 3 (3x3).

Definicao 1.3: Quando o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas, a

matriz é chamada quadrada.

Uma matriz quadrada de ordem n por n é chamada simplesmente de or-

dem n. A matriz (1.2) é um exemplo de matriz quadrada de ordem 3.

Definicao 1.4: Uma matriz é real, se cada um dos elementos da matriz é um

numero real.

As matrizes serdo denotadas simbolicamente por letras maitusculas A, B,
C,.., ou por (a,), (b)), (c;),, onde a; b,, c,,.., representam, respectivamente, os

ij? i iy

elementos gerais das matrizes.

ER 1.1: Construa uma matriz quadrada (a,) de ordem 3, onde a, = 4i - 3.

Solugdo: Se a, = 4i - j3, entdo
A :4(1)_(1‘)323: o :4(1)_(2)3=_4: am=4(1)_(3) 3:_23;

ay=42)-(1) =7, a =42)-(2),=0, a =4(2)-(3), =-19,
a, =4(3)-(1),=11, a,=4(3)-(2),=4, a,=4(3)-(3) =-15.

Portanto, a matriz desejada é
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(3 —4 —23)

7 0 -19

| e
\11 4 15)

Definicdo 1.5: Duas matrizes (a,) e (b,) sdo iguais se e somente se elas tém

mesma ordem, e a, = b, para todos os pares (i,j).

Podemos entender a Defini¢do 1.5 da seguinte maneira: duas matrizes sdo
iguais se TODOS os elementos que ocupam posi¢des correspondentes nas duas

matrizes sdo iguais.

| O OCTAVE 1.1
. Para definir a matriz a, = 4i-j> devemos utilizar a seguinte sequéncia de .
: comandos:
for ii = 1:3
for j3 = 1:3
A(ii,33) = 4*1i-3373;

VvV V V V V V V

3 -4 -23

7 0 -19

11 4 -15
Aqui séo utilizadas duas rotinas do tipo for para gerar os elementos das linhas |
i (i1) e os elementos das colunas (373). A matriz final fica armazenada na variavel
| 2. Sdo utilizadas as variaveis ii e 75 para ndo haver confusdo com as unidades;

end

1
1

[ r~? ooy AP A0 F gl g b e A e 1
. .

ER 1.2: Determine se cada par de matrizes sdo iguais ou nao:

a) (41 13 02 . (12 022 b) (55 21 55 2.1
82 31 -5 13 15 ) 11 48) © (11 48

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 17



) (g i d) (7 -2.5) 0 —-2.5)

e |5y 11 o0 e |0 O
zZ 5z L3.2 0 0 0

Solucgdo: As matrizes em (a) ndo podem ser iguais, uma vez que elas ndo pos-
suem a mesma ordem. As matrizes em (b) sdo obviamente iguais. As matrizes
em (c) sdo iguais, se e somente se, x =y = z = 0. Embora as matrizes em (d) te-

nham a mesma ordem, elas ndo sao iguais, uma vez que nem todos os elemen-

tos correspondentes sdo iguais (repare a primeira coluna de cada matriz).

Considere a matriz (1.2), que representa o desempenho de pontuagido de
trés jogadores de basquete numa temporada. Suponha que a matriz que repre-
senta o desempenho das pontuacdes destes jogadores numa temporada seguin-

te de jogos seja

(17 141 91)
H17 82 30r
| |
(16 102 59)

A matriz que representa a pontuacdo combinada de cada um dos trés joga-
dores durante as duas temporadas pode ser obtida pela adicdo dos valores que

ocupam posi¢des correspondentes das duas matrizes:

(18 123 52) (17 141 91\ (35 264 143)

l15 95 37|17 82 30l||32 177 ;;;'
l12 78 62) l16 102 s59) (28 180 )

Isto significa que, em duas temporadas, os jogadores A, B e C participaram
de 35, 32 e 28 jogos, fizeram 264, 177 e 180 pontos e acertaram 143, 67 e 121

lances livres, respectivamente.
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A soma de duas matrizes (a,) e (b,) € definida se, e somente se, as matrizes

sdo de mesma ordem.

Definicdo 1.6: Suponha que (a,) e (b,) sdo matrizes de mesma ordem, entdo
asoma (a,) + (b,) € definida como uma 32 matriz (c;) de mesma ordem, onde
cada c; satisfaz a condi¢do c; = a, + b,, para todos os pares (i,j).
Propriedade 1.7: Considere quaisquer duas matrizes de ordem m por n:
A=(a)) eB=(b,). Como aadi¢do de niimeros reais € comutativa, entdoa; +b, =
=b, + a, para quaisquer pares (i,j) e

A+B=B+A (1.4)

Propriedade 1.8: Considere quaisquer trés matrizes de ordemmporn: A= (a,),
B =(b,) e C=(c,). Como a adi¢do de numeros reais € associativa, entdo para quais-

quer pares (i,j), em elementos correspondentes, tém-se (3, +b,) +c, =3, + (b, +c ) e

(A+B)+C=A+(B+C). (1.5)
Assim, a adi¢do de matrizes reais é comutativa e associativa.

Definicao 1.9: Uma matriz nula ou matriz zero, denotada por 0, é uma ma-
triz onde todos os seus elementos sdo zero. Para cada matriz A de ordem m
por n existe uma matriz nula de ordem m por ntal que A+ 0 =0 + A = A. Esta
matriz nula de ordem m por n é o elemento neutro aditivo para o conjunto

de todas as matrizes de ordem m por n.

ER 1.3: Encontre a soma das matrizes A e B apresentadas a seguir:

1 2 4 0 —4 1
A= B= :
(1 -5 —1} (—1 1 8]

: Solucgio:

1+0 2+(-4) 4+1) (1 -2 5
A+B:[1+(—1) 541 148 (0 4 7)'

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 19



| 772 OCTAVE 1.3
Primeiramente é necessario definir as matrizes A e B, para depois executar a :
: soma de maneira trivial: '

> A = [1,2,4;1,-5,-11;
> B = [
> A + B
> ans =
1 -2 5
0 -4 7

0 -4 1;-1 1 8];

Note que as matrizes A e B foram definidas, a primeira com os elementos das !

' linhas separadas por virgulas (,) e a segunda com os elementos das linhas separa-
i dos por espagos. O resultado é o mesmo. O ponto e virgula (;) ao final da linha de |
i comando impede a exibi¢do de A e B. A variavel auxiliar ans guarda o resultado :

| da soma A+B. :

Considere novamente a matriz (1.1), que representa as unidades de mate-
rial e o trabalho envolvido em um més de producio de trés modelos de chur-

rasqueira. Suponha que a fabrica deseja dobrar sua produgio de cada modelo.

60 52 42
10 14 8

representa as unidades de material e trabalho envolvidas num simples més de

Entdo a matriz

produgio dos trés modelos de churrasqueira. E conveniente representar a du-
plicacdo das entradas na matriz (1.1) como o produto da matriz e o nimero real

2, ou seja,

2(30 26 21\:(60 52 42)
s 7 4) Lin 14 g
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Note que

(30 26 21\_(30 26 21\+(30 26 21) (60 52 42)

s ) J\ Il J

Definicdo 1.10: O produto de um numero real (escalar) k e uma matriz (a,),
denotado por k(a,) ou (a,)k é chamado multiplo escalar da matriz (a,) por k.
O multiplo escalar k(a,) € definido como uma matriz na qual os elementos sdo
produtos de k pelos elementos correspondentes de (a,), e como a multiplica-

¢do de nimeros reais € comutativa,
k(aij):(aij)k:(kaij) (1.6)

Note que, para qualquer niimero real k e qualquer matriz real A = (a,), as

matrizes A e KA sdo de mesma ordem. Em particular, se k = -1, entao

A+(-1)A=(a,)+(-a,)=0

Defini¢ao 1.11: A matriz (-1)A é chamada inversa aditiva de A.

Defini¢ao 1.12: Se B e A sdo quaisquer duas matrizes de mesma ordem, a
diferenca B - A é definida pela relacao
B-A=B+(-1)A. (1.7)

Comrelagdo aos coeficientes escalares, qualquer soma algébrica de multiplos
escalares de matrizes de mesma ordem satisfaz determinadas propriedades.

Por exemplo, se k e q sdo escalares e A e B sdo matrizes de mesma ordem,

entao
kA+qA =(k+q)A, (1.8)
kgA =k(qA) =q(kA) = (kq)A, (1.9)
k(A +B)=kA +kB. (1.10)

Além disso, se kA = 0, entdo ou k = 0 ou A é uma matriz nula.

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 21



ER 1.4: Encontre 5A -3B onde A =( 2 -1 e B:(_3 5 .
s o)7L

1 -2
Solucgao:
GA_2R— '{_5 4)| 2( 3 5\1 ':(_5 4)L{_ \{_i’ —SZJ
5(2 1)), (-3 5 \
(5((3) S(W(()gm (-3 %))
K_1205 20\ (9 _15) (1298 _2260\

OCTAVE 1.4
Definimos as matrizes A e B e executamos diretamente a operagdo 5A-3B:
> A = [2,-1;-5,4];
B = [-3,5;1,-2]1;
3*B

vV VvV V
(€]
*
>
|

19 -20
-28 26

1.2 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Como preparagdo para a definicdo da multiplicagdo de matrizes, vamos con-

siderar um sistema de equagdes lineares, com 3 equacdes e 3 variaveis da forma:

[a,,x+a,y +a,Z=
4a x+a ¥7+a z

a x+ta y+a Z=b"
31 32 33 3 (111)

Este sistema pode ser representado por uma equag¢ado matricial simples:

22 ALgebRA LINEAR CoM OCTAVE




(311 a,, a13\(xj |(a11x+a12y+a13z\| {b)
a

a ax+a y-l—az b
|a2 23" | |a x+a y+a z |b |

Ca o wh ) U ) s (1.12)

Os coeficientes de x, y e z podem ser obtidos de (1.11) ou (1.12).

Definicao 1.13: Considerando o sistema (1.11) e sua forma matricial equiva-
lente (1.12), este sistema pode ser escrito como AX = B onde A é a matriz dos
coeficientes, X é a matriz das variaveis e B é a matriz dos termos indepen-

dentes, dados respectivamente por

d; ;A X) (bl
A=la, a, a, X= Y| B=b,
A3 A Ay ZJ b3

Os coeficientes de cada variavel estdo posicionados numa coluna, e os coefi-
cientes das variaveis de cada equagdo estdo numa linha.

0 uso da matriz dos coeficientes como um operador em (1.12) exige a intro-
dugdo da multiplicacdo de matrizes. Note que, do lado esquerdo de (1.12) o

elemento a,,x + a,,y + a,,z pode ser obtido das matrizes

(311 g, dqs3 \‘ (X\‘
a a a e y

I 21 22 23 ' '
a a 7

somando-se os produtos dos elementos da linha 1 da matriz dos coeficientes
e os elementos correspondentes da matriz das variaveis, de forma ordenada,
ou seja,

() + () + (a13) (2)-

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 23



Analogamente o elemento (a,,)(x) + (a,,)(y) + (a,;)(z) pode ser obtido so-
mando-se os produtos dos elementos da linha 2 da matriz dos coeficientes e os
elementos correspondentes da matriz das variaveis, ordenadamente.

De maneira semelhante, usando os elementos da linha 3 da matriz dos coe-

ficientes, obtém-se (a,,)(x) + (a,,)(y) + (as,) (2).

Agora, com esse raciocinio, pode-se definir o conceito de multiplicacdo de
matrizes.

Definicao 1.14: O produto AB de duas matrizes A e B é definido como uma
nova matriz C, tal que o elemento c; de C é obtido da soma de produtos de
elementos da i-ésima linha de A e os elementos correspondentes na j-ésima
coluna de B, ordenadamente. Isto exige que o niimero de colunas de A seja
igual ao numero de linhas de B. Se A = (a,) ¢ uma matriz de ordem m porne
B = (b;) € uma matriz de ordem n porr, entdo C = (c;) € uma matriz de ordem

m por r onde

c;=a,b; +a,b, +..+ab,. (1.13)
Pode-se usar a notagdo de somatoério e escrever (1.13) como
Cij :zaikbkj' (114)
k=1

Definicao 1.15: As matrizes A e B sdo ditas conformaveis para o produto AB,

se e somente se, 0o nimero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B.

Consequentemente, pela Defini¢do 1.14, o produto AB existe e duas matri-
zes podem ser multiplicadas apenas quando elas sdo conformaveis. No produto
AB, costuma-se dizer que B esta pré-multiplicada por A, e A esta sendo pés-
-multiplicada por B. Mesmo que o produto AB exista, o produto BA pode nao
existir, uma vez que as matrizes A e B podem nio ser conformaveis para o pro-
duto BA. Isto ilustra uma propriedade importante da multiplicacdo de matrizes,

normalmente chamada propriedade ndo comutativa.
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ER 1.5: Encontre os produtos AB e BA, se eles existirem, onde

(3 1 (2 -1 1)
e 5t 7

Soluc¢ao: As matrizes A e B sdo conformaveis para o produto AB, pois o nime-
ro de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B. Portanto, AB existe. Além
disso, AB é de ordem 2 por 3, pois A é de ordem 2 por 2 e B é de ordem 2 por

3. Por defini¢do, o elemento geral de AB € dado por ¢; =a, b, + a,,b,. Entdo

6 =03)2)+(1)32) =)D HMA)  a=E)(1)+(1)(-2)
¢ =(2)(2) + (-3)(2), 2= (2)(-1) + (3)(1), €= (2)(1) + (-3)(-2):
Portanto,

Ap_(s —7) 1)
k—z -5 —4)

E o produto BA nio existe, pois as matrizes B e A ndo sdo conformaveis

para o produto BA.

E OCTAVE 1.5
Definimos as matrizes A e B e executamos 0s produtos:
> A = [3,1;2,-3];

>B = [2 -11;2 1 -2];
> A*B
> ans =
8 -2 1
-2 -5 -4
> B*A

. i
error: operator *: nonconformant arguments (opl is 2x3,
;

Eop2 is 2x2)

i error: evaluating binary operator ‘*’ near line 16, co—i
ilumn 2

I >
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Note a mensagem de erro produzida para o produto BA, informando que a |
| ordem das matrizes ndo € compativel com a definicao de multiplicacao.

Se os elementos de qualquer linha ou coluna de uma matriz sdo considera-
dos como componentes de um vetor, para cada par de valores (i,j), o elemento
c;de (1.13) € o escalar (algumas vezes chamado de ponto), produto da i-ésima

linha de A pela j-ésima coluna de B.

Defini¢ao 1.16: Uma matriz com uma simples linha é também chamada de
matriz linha ou vetor linha; uma matriz com uma simples coluna é chamada

matriz coluna ou vetor coluna.

ER 1.6: Encontre as matrizes produto AB e BA do vetor linhaA=(11-1)eo

ol o)
2

Solucgdo: Como a matriz A é de ordem 1 por 3 e B é de ordem 3 por 1, as matri-

vetor coluna

zes sdo conformaveis, independentemente da ordem considerada. Portanto,

os produtos AB e BA existem:
= (DC2) +(1)0) + (1)(2) = (-4)
(G CW) CAD) (2 =2 2
‘(0)(1) (0)(1) (O | ’ 0 ’
(2)(1) )1 ()= 1) 2 =2

Note que o produto AB pode ser considerado uma matriz com um tinico

elemento que representa o produto escalar de dois vetores cujas componen-

tes sdo os elementos de A e B, respectivamente.
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E OCTAVE1.6

Definimos os vetores linha A e coluna B e executamos 0s produtos
i normalmente:

> A= [11-11;

> B = [-2;0;2];

> A*B

> ans = -4

> B*A

-2 -2 2

0 0 0
2 2 -2

3 1
SR ENES
2 0 4 1 0 ZJ
Solucao:
1) o (15 -2)

(|3 1\[(1 1 (2 -2V (3 ( |
C(A+B)j 1 3’“2 0}| 4 UJ':’ 1 _Bfk6 Ulj 4’;
S ?)

(3 1) (3 1\

otz -2
CA+CB='1 |l+'1 -3] |=
(2 0] |n (4 1)

( 5 3\| |( 10 —s\l |( 15 —zw

’ -5 1 +’ -10 - I ‘ -15 —4|

) K )

portanto, C(A+B) = CA + CB.
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OCTAVE 1.7

Uma forma de verificar se a expressdo C(A+B) = CA+CB € verdadeira, € mos-
trar que a diferencga entre elas se anula, ou seja, que C(A+B) — (CA+CB) é uma
matriz nula. Assim, definimos as matrizes A, B e C e calculamos esta expressao:

> A =1[11;2 0];

> B = [2 -2;4 1];

> C = [3 1;1 =-3;0 -271;

> C* (A+B) — (C*A+C*B)

> ans =
0 0
0 0
0 0
>

Teorema 1.1: A multiplicagcdo de matrizes é distributiva com respeito a adigdo.

gt

Prova: Sejam A = (a,) e B = (b,) matrizes de ordem m porn, e seja C = (c,) uma
matriz de ordem k por m. Entdo, A + B, CA, CB e C(A + B) existem. Os elemen-
tos da i-ésima linha de C sdo
Ci1 C15 »Cim
e os elementos da j-ésima coluna de A + B sdo
a;+b,,a,+b,,..a, +b,.

Portanto, o ij-ésimo elemento de C(A + B) é

Cy (31,- +b,; ) +c, (azj +b, ) +..tC (amj +b,, );
isto é,

(cualj+ci2azj+...+c. a )+(ci1blj+ci2b2].+...+c. b ),

im % mj im ~'mj

a soma dos ij-ésimos elementos de CA e CB, respectivamente. Portanto,
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A equacgdo (1.15) representa a propriedade distributiva a esquerda da

multiplicacdo de matrizes. A propriedade distributiva a direita

(A+B)C=AC+BC (1.16)

também é valida desde que A + B, AC, BC e (A + B)C existam. Note que C(A+ B) e

(A + B)C geralmente nao sdo iguais.

ER 1.8: Verifique que A(BC) = (AB)C onde

0 1
2 2 1 2 -1 1 0
I T I s )
Solucgao:
[ (0 1)]
amerf 2 2|12 A |2 2 2]

-1 5)(-1 1 7)L_7 —1)1 \-1 5)\-13 -8

{65 )
wwcef(3 245 751 o
N
(0 6 12) (-18 -12)
6 3 36}’\2 1)k69 _s2f

Portanto, A(BC) = (AB)C.
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E OCTAVE 1.8 .
De forma anéloga ao OCTAVE 1.8, definimos as matrizes A, B e C e calculamos |
i a expressdo A(BC) - (AB)C:
i > A = [2 2;-1 5];
>B=[12-1;-1117];
>C=1[01;1 0;-2 -1];
> A* (B*C) - (A*B)*C
> ans =

0 0

0 0

Teorema 1.2: A multiplicagdo de matrizes é associativa.

Prova: Sejam A = (a), B = (b,) e C = (¢;) matrizes de ordem k por m, m por n
e n por p, respectivamente. Entdo, os produtos AB, BC, A(BC) e (AB)C existem.

Os elementos dai-ésimalinhade Asdoa,, a,, .., a,

im’

e os elementos da j-ésima
coluna de BC sdo

by,€;; +by,Cy + ..+ by €

1n™nj

by, Cy; + byCyy + o+ by C

2nnj

b+ b,y +..+ b, C

mnnj*
Portanto, o ij-ésimo elemento de A(BC) é

ail(b11c11.+b12czj+...+b c )+ai2(b21c1j+b22c2].+...+b C )+

1n “nj 2n ~nj
.ta,, (bm1C1,- + bmzcZj +.ot bmncnj );
isto é,
im*~m1l im >~ m2

(ayby, +a,by, +..+a, b, e, +(a, by, +a,by, +.tay, b, )y + .o

w+(ayby, +a,b,, +..+a, b, e,

im ~ mn

que representa o ij-ésimo elemento de (AB)C. Portanto,

A(BC) = (AB)C. (1.17)
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( 1 0} ( 0 0)
Considere as matrizes A = eB= | .

\1 0 ) \1 1 )
Note que AB = 0, mas nem A nem B sdo uma matriz nula. Na dlgebra matri-
cial, é possivel ter divisores nulos. Existem elementos nao nulos cujo produto

é zero. Na algebra de nimeros reais, pode-se mostrar que divisores nulos nao

existem, de forma que, se a e b sdo nlimeros reais e ab =0, entdioa=0oub =0.

1.3 MATRIZES DIAGONAIS

Um conjunto importante de matrizes é o daquelas denominadas diagonais.
Estas matrizes tém um importante papel na resolugio de diversos tipos de pro-
blemas, como, por exemplo, os problemas de autovalor, que serdo estudados em

mais detalhes no Capitulo 6.

Definicdo 1.17: Os elementos a; onde i = j, de uma matriz (a;) sdo chamados
elementos diagonais de (a,) e estdo na chamada diagonal principal.
Definicao 1.18: Uma matriz quadrada da forma
a, 0 L 0}
Ao 0 a, L O
M M O M

Lo OLOJ

é chamada matriz diagonal; isto é, a matriz diagonal é uma matriz quadrada

(1.18)

(a,) onde a; = 0 se i # j para todos os pares (i}).

Exemplo 1.3: As matrizes abaixo sdo exemplos de matrizes diagonais e qual-

quer matriz nula de ordem n também é uma matriz diagonal:

2 0)(7 0 0 (400
,,0 80,e 040 (1.19)

\0 -7) Lo 0 OJ ko 0 4)

Definicdo 1.19: Se todos os a, da matriz (1.18) sdo iguais, entdo a matriz

diagonal é chamada matriz escalar.
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A terceira matriz do Exemplo 1.3 é um exemplo de matriz escalar.

ER 1.9: Determine o efeito da pré-multiplicacdo e pés-multiplicacdo de qual-
quer matriz quadrada de ordem 2 por: (a) uma matriz diagonal conformavel;

(b) uma matriz escalar conformavel.

(a b)

uma matriz quadrada qualquer de ordem 2, D =

- ) k0

= (kl 0) uma matriz diagonal conformavel, e S = uma matriz es-
o &) (o)

calar conformavel.

Solucao: Sejam A =

(k, 0)(a b
a) Pela definicdo da multiplicacdo de matrizes, DA = |Kn . . oAl =
_ ( k,a kb) 2

| isto é, a pré-multiplicacdo da matriz A por D resulta numa
kc kd

2 2 )

matriz onde cada elemento da i-ésima linha é igual ao produto entre o ele-

mento correspondente de A e o elemento diagonal na i-ésima linha de D.

(a b)(k, 0) (ka kpb
Analogamente, AD = | "J k N J = L]{ - 1, 4l;isto é a pés-multi-
2 1 2

plicagdo da matriz A por D resulta numa matriz onde cada elemento da
i-ésima coluna é igual ao produto entre o elemento correspondente de A e

o0 elemento diagonal na i-ésima coluna de D.

h]C/\_( Ya b\ (ka kb

\ k kd)

AQ_(a b\‘(k 0\ ka kb

) \k kd)'

AS = AS = kKA. Em geral, o produto entre quaisquer matrizes A e uma escalar
conformavel S com elementos diagonais k é equivalente ao multiplo escalar KA.
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Defini¢ao 1.20: Uma matriz escalar (a,), onde a, = 1 para todos os valores
de i é chamada matriz identidade ou matriz unidade. Uma matriz identi-
dade de ordem n serd denotada por I e tem a propriedade de que, para toda

matriz quadrada A de ordem n,

Al=1A=A (1.20)

Assumimos que | é a inica matriz com esta propriedade (1.20). Note que, se
A é uma matriz de ordem m por n, a matriz identidade pré-multiplicativa é de
ordem m por m, enquanto a matriz identidade pdés-multiplicativa é de ordem n
por n.

A matriz identidade é frequentemente denotada por (5,) onde o simbolo
delta de Kronecker é definido por

5 = 0, (i#j)
0|1, (=) (121)
|(1 -1 1\ 3 3 -1)
ER 1.10: Mostre que AB=BA=IondeA=|0 1 0|eB: o 1 0.
LZ 0 3J -2 -2 1J

Solucgao:

0+0+0 0+1+0 O0+0+0 |= |

0107
6+0-6 6+0-6 —2+0+3) 10 0 1
\ )\ )

340-2 -3+3+0 -1+0+1)(10 0)
BA= .

0+0+0 O0+1+0 O0+0+0 |=j0 10 ;

-2+0+2 2-2+0 -2+0+3 0 0 1
\ )\ )

340-2 3-1-2 -1+0+1)(10 0)
AB=

portanto, AB=BA=1.
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| 5 OCTAVE 1.10 |
i Mais uma vez, basta apenas definir as matrizes A e B e efetuar os produtos AB |
i e BA: |

> A= [1-11;010;:203];
L > B =10[33-1;010;-2-21]; i
> e
| > ans =
10 0
§ 0o 1 0 |
o o 1
i > B*A
> ans - |
1 0 0
o 1 0
0o 0 1

i Diretamente, temos que AB=BA = 1. :

1.4 MATRIZES ESPECIAIS

Um tipo especial de matriz de grande utilidade é a matriz simétrica. As ma-
trizes simétricas desempenham um papel muito importante em muitos ramos

da matematica, bem como em outras ciéncias.

Defini¢do 1.21: Uma matriz (a,) é chamada matriz simétrica, se, e somente

se, a, = a, para todos os pares (i,j).

Exemplo 1.4: A matriz

5 3 0
3 4 -6
o 6 5|

\ )

é um exemplo de matriz simétrica de ordem 3.
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Defini¢do 1.22: Uma matriz (a,) é chamada antissimétrica se, e somente se,
a, = - a, para todos (i}).
(0 -3
Exemplo 1.5: A matriz kg o ) éum exemplo de matriz antissimétrica de
ordem 2.
Uma matriz deve ser necessariamente quadrada para que seja simétrica ou
antissimétrica. Além disso, os elementos diagonais de uma matriz antissimétri-

ca devem ser zero, uma vez que a, = -a,, se e somente se, a, = 0.

i’

ER 1.11: Determine quais das seguintes matrizes sdo simétricas e quais sao

antissimétricas:
_ 7 _ 1 _
A1 o)’ B=( 2, o 2’ b 0 05
0 2) Lz 1 -2 1 -05 0
00 (0 3 =0 L3 0 0
E=( ] F=(23), G=|-2 0 5| H=[2 1]} ]:( )
70 t1 5 0 10 00

Solucido: As matrizes A, C, F, e ] sdo simétricas, enquanto D, G, e ] sdo antissi-
meétricas. As matrizes B, E, e H ndo sdo nem simétricas nem antissimétricas.
Note que a matriz nula ] de ordem 2 pode ser considerada tanto simétrica

quanto antissimétrica. As matrizes nulas de qualquer ordem n sdo as Unicas

que tém esta propriedade.

As matrizes simétricas e antissimétricas podem ser discutidas em termos
de transposicdo, que é a operacgdo de troca entre linhas e colunas de uma dada

matriz.
Definicao 1.23: Chama-se transposta de uma matriz A, matriz denotada por

A", que € obtida pela transposi¢do das linhas e colunas de A, ou seja, se A= (a,),

entdo A" = (a,).
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Note que a transposta de um vetor coluna é um vetor linha. Em geral, a
transposta de uma matriz de ordem m por n é uma matriz de ordem n por m.
Veja a seguir a diferenca entre matrizes simétrica e antissimétrica.

Defini¢do 1.24: A é uma matriz simétrica se para todos os pares (i), a,= a;

e, entdo, AT = A.

Defini¢do 1.25: A é uma matriz antissimétrica se para todos os pares (i,j), a;

=-a, e, entdo, A" = -A.
| 2 OCTAVE 1.11

A verificacdo de matrizes que sdo simétricas ou antissimétricas fica muito sim-

ples, utilizando-se a definigdo de matriz transposta e ainda o fato de que A™= A
guando A é simétrica e A™=—A guando A é antissimétrica. Para tanto, conside-
rando o ER 1.11, basta definir as matrizes e verificar (para M variando de A a J) se
MT-=M =0 ouM™+M =0, respectivamente, para M simétrica ou antissimétrica:

(-1 0) (7 =2\ (1 =2) (0 05)

A:LO 2}' B:LZ 1J' C:L—z 1}' D:L—o.s OJ

s 0)' -3 o= 2 b 3 ulh 1) IZ(O )

\7 0 1 s 0) 'Kl 0) 00
> A = [-1,0;0,2];
>B = [7,-2;2,11;
>C=[1,-2;-2,1];
>D = [0,0.5;-0.5,0];
>E = [0 0;7 0];
> F = [2.3];
> G=1[0,2,-1;-2,0,5;1,-5,01;
>H=1[1,3;2,1;1,01;
>J = 10,0;0,0];
> A" - A
> ans =

0 0
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0 0

> A’ + A
> ans =
-2 0
0 4

A operacdo de transposicdo no OCTAVE é realizada colocando um apdstrofo
(') a direita da matriz a ser transposta. Observamos neste caso que, como A=A
=0e A+A # 0, onde 0 é uma matriz nula, A é simétrica. Continuamos 0 mesmo
processo para as outras matrizes:

> B’ - B

> ans =

0 2

Observamos que a matriz B ndo é simétrica nem antissimétrica. Continuando
a avaliacdo com as outras matrizes, concluimos que C e F sdo simétricas, enquanto
D e G sdo antissimétricas. A matriz J (nula) pode ser considerada simétrica e antis-
- simétrica. As matrizes E e H ndo sdo simétricas nem antissimetricas.

Os seguintes teoremas sao, em geral, verdadeiros para matrizes quaisquer,
considerando que a adi¢do e a multiplicacdo sdo aplicaveis para estas nos casos

apontados.

Teorema 1.3: A operagdo de transposigdo é reflexiva; isto é, (A")" = A.

Prova: Sejam A = (a;) e A" = (b). Entdo b, = a, para todos os pares (ij). A
transposta de A" é (b,) e entdo (b,) = (a,). Portanto, (A")" = A.
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Teorema 1.4: A transposta da soma (diferenga) de duas matrizes é igual a
soma (diferenga) de suas transpostas; isto é, (A+B)"=A"+B"e (A-B)"=A"- B".

Prova: Sejam A = () e B = (b;) quaisquer duas matrizes de mesma ordem.
Entdo, A + B = (c,) onde c, = a, + b, para todos os pares (i,j);
A=(a ), B"=(b ),
n i
(A+B) =(c )=(a +b )=A"+B".
ji ji

il

De maneira similar, pode-se mostrar que (A - B)"= AT - B".

Teorema 1.5: A transposta do produto de duas matrizes é igual ao produto de

suas transpostas em ordem reversa; isto é, (AB)" = B'A”.

Prova: Sejam A = (a;) e B = (b;) matrizes de ordem k por m e m por n, respec-

tivamente. Seja AB = (c;). Entdo, ¢;=a;b, +a,b, +.. +a, b, € 0 elemento daj-
.b

da j-ésima coluna de B sdo os elementos da j-ésima linha de B™. Os elementos

-ésima linha e i-ésima coluna de (c,)"; isto ¢, (AB)". Os elementos b, b

2 ** Pmi

a,, a,, ., a,_dai-ésimalinha de A sdo os elementos da i-ésima coluna de A™. O

elemento da j-ésima linha e i-ésima coluna de B'"A"é b, a, + b,a,,+ .. + b a,;

isto é,a,b, +a,b, +..+a, b .Portanto, (AB)" = B'A".

Teorema 1.6: O produto de qualquer matriz e sua transposta é uma matriz
simétrica; isto é:
(AAT)T = AAT.

Prova:
(AAT)"= (AT)TAT  pelo Teorema 1.5
=AA"  peloTeorema 1.3.
Portanto, AATé uma matriz simétrica. Note que, se A é uma matriz de ordem
m por n, entdo AAT é uma matriz simétrica de ordem m; ATA é uma matriz

simétrica de ordem n.
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Os seguintes teoremas sao verdadeiros para matrizes quadradas.

Teorema 1.7: A soma de qualquer matriz e sua transposta é uma matriz simé-
T
trica; isto é, (A + AT) =A+AT

Prova:
(A+AT) =AT +(A") pelo Teorema 1.4
AT+ A pelo Teorema 1.3
=A+AT pois a adicao de matrizes é comutativa.

Portanto, A + AT é uma matriz simétrica.

Teorema 1.8: A diferenga de qualquer matriz e sua transposta é uma matriz
antissimétrica; isto é, (A - AT)" = - (A - A").

Prova:

T

(A —AT) =A" —(AT )T pelo Teorema 1.4

=AT-A pelo Teorema 1.3
=—(A-A").

Portanto, A — AT é uma matriz antissimétrica.

Teorema 1.9: Se A4 e B sdo matrizes simétricas, entdo AB é matriz simétrica, se,

e somente se, AB = BA.

Prova: Sejam A e B matrizes simétricas de mesma ordem, tais que AB é uma
matriz simétrica. Entao,
AB = (AB)" pois AB é uma matriz simétrica
=B"A"pelo Teorema 1.5
= BA pois A e B sdo matrizes simétricas.
Portanto, AB = BA. Se AB = BA, onde A e B sdo matrizes simétricas, entao
(AB)" = (BA)"
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= A"B" pelo Teorema 1.5

= AB, pois A e B sdo matrizes simétricas.

Portanto, AB é uma matriz simétrica.

1 2) 1 7)
ER 1.12: Verifique o Teorema 1.5 onde A = 1 | eB= 3 o)

0 -1) )
WA N 7y (77 7 -3)
S PP PR i D (AB)T=|7 0!
\ A7)\ ) \ )
.o (1 31 0Y) (7 23 R
BA47 0(2 —1|=(7 ow; S =
A )\ )

| & OCTAVE1.12 |
: Para verificar o Teorema 1.5, devemos avaliar se (AB)™ = BTAT, ou equivalente-
| mente se (AB)T — BTAT = 0. Para tanto, definimos as matrizes A e B, e calculamos o |
valor desta Ultima expressao: :
P> A= [12;0 -1];
>B = 1[17;3 0];
> (A*B)’-B’*A’
> ans =
0 0
0 0 :
Assim, temos (AB)T- BTAT = 0 (matriz nula) e, consequentemente, (AB)" = BAT, |
0 que verifica 0 teorema para estas matrizes particulares. :

1.5 MATRIZES COMPLEXAS

Aqui se trabalha principalmente com matrizes reais, entretanto, algumas
matrizes especiais complexas, que serdo Uteis posteriormente, na prova de al-

guns teoremas sobre matrizes simétricas reais, sdo consideradas nesta sec¢do.

Definicao 1.26: Uma matriz complexa é uma matriz cujos elementos sio

numeros complexos.

40  ALgebRra LINEAR CoM OCTAVE




Como todo numero real é complexo, toda matriz
real é um tipo particular de matriz complexa.

Definicao 1.27: Se A é uma matriz complexa, entdo A denota a matriz obtida
de A pela troca de cada elemento z = a + bi pelo seu conjugado_z =a-biA

matriz A é chamada conjugada da matriz A.

Exemplo 1.6: As matrizes seguintes sdo conjugadas uma da outra:

(3 T i 6 —14i) (B:ii 6 —i 4i\W

\ )

Uma dada matriz A é real, se, e somente se, A = A,

Defini¢ao 1.28: A transposta da conjugada de uma matriz A é denotada por
A’ isto é, A =(K)T.

_ -\ (=
Exemplo 1.7: Se A= (a,), entdo, A" = (a ), A= (ai,-) e (A) = (a jﬁi) = (A ) . Por-
tanto, a transposta da conjugada de uma matriz é igual a conjugada da trans-

posta da matriz.

Definicdo 1.29: Uma matriz A tal que A = A"é chamada matriz Hermitiana;

isto é, uma matriz A = (ai].) € uma matriz Hermitiana, se, e somente se, a; = a

para todos os pares (i,j).

Umavez que a, = a,, apenas se a, é um nimero real, os elementos diagonais
de uma matriz Hermitiana sdo nimeros reais. Se A € uma matriz simétrica real,
entdo a; = a, e a; =a; para todos os pares (i), pois a; =a; . Portanto, toda
matriz simétrica real é uma matriz Hermitiana.

Defini¢ao 1.30: Uma matriz A tal que A = - A" é chamada matriz anti-Hermi-
tiana; isto é, uma matriz A = (aij) é uma matriz anti-Hermitiana, se, e somente

se, a;=—a, para todos os pares (ij).
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Toda matriz antissimétrica real é anti-Hermitiana.

ER 1.13: Verifique que A é uma matriz anti-Hermitiana onde
( 2i 3 i )

A={-3 0 -2-i}
Li 2-1 iJ

Solucgao:

|\_l 2+i —i) K—l —2+1i —1)
2i 3 i
—A*=’(—3 0 —Z—J‘:A.
Ki 2—i i)

Portanto, A é uma matriz anti-Hermitiana.

| 2 OCTAVE 1.13 ;
No OCTAVE, a unidade imaginaria é representada pela letra i ou pela letra 5
| (s&o caracteres especiais reservados), de modo que um niimero complexo z = 2 + 3|
 tem a seguinte forma:

>z =2 + 3*%i;

Uma matriz complexa tem a entrada de seus valores de forma natural, conside- |
: rando cada componente da matriz como um nimero complexo. A diferenca é que
| a operacdo de transposicdo de uma matriz complexa no OCTAVE resulta numa |
transposta conjugada. Desta forma, verificar se uma determinada matriz complexa
é Hermitiana ou anti-Hermitiana, equivale a avaliar A— A"=0ou A + A" =0, respec-
tivamente. Para o caso de matrizes complexas, no OCTAVE,A—-A'=00ouA+A’=0.
{ No caso do ER 1.13, basta definir a matriz A e avaliar a expressdo A + A’ '
> A = [2%i,3,i;-3,0,-2-1;1;2-1;1i]

: >

> A =

0 + 21 3 + 01 0 + 1i
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0 + 21 3 + 01 0 + 1i
-3 + 01 0 +0i -2 -11
0 + 1i 2 - 11 0+ 1i

> A+A'

> ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

>

E, portanto, a matriz A é uma matriz anti-Hermitiana.

ER 1.14: Verifique que AB=AB.

Solucdo: Sejam A = (a;) e B = (b;) matrizes de ordem m por n e n por p,

respectivamente. Entdo o j-ésimo elemento de AB é dado por zaikbk]‘ eo
k=1

j-ésimo elemento de AB é dado por Zaikbkj, pois o conjugado da soma de
k1

numeros complexos € igual a soma de seus conjugados. Portanto, como o

conjugado do produto de dois nimeros complexos é igual ao produto de

seus conjugados,

n n
Dby Daub,.
k=1 k=1

Portanto, AB=A.B; isto &, 0 conjugado do produto de duas matrizes é igual

ao produto de seus conjugados.

ER 1.15: Verifique que (AB)"=A'B".

Solucao:
« (—\T por definicdo
(AB) =(AB)
=(AB)" pelos resultados do Exemplo 2
= (_A)T (E)T pelo Teorema 1.5

* ok

=B A por defini¢do.

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 43






2. SISTEmAS DE EQUACOES LiNEARES

Um dOS pROBIemAS mais comuns em matematica consiste na resolugdo de
sistemas de equagdes lineares. Grande parte dos problemas matematicos oriun-
dos de aplicacdes cientificas e industriais envolve de alguma forma, durante a
busca pela solucio, sistemas lineares. De modo geral, é um caminho aceitavel
procurar reduzir problemas mais complexos em conjuntos de sistemas de equa-
¢oes lineares. Algumas das técnicas de resolugdo de sistemas lineares carecem
do uso de um nimero real associado a uma dada matriz. Estamos nos referindo
aos determinantes, que sdo numeros associados a matrizes quadradas e per-
mitem determinar se uma dada matriz admite inversa. Estes conceitos serao
abordados com mais detalhes neste capitulo, que comegamos com a definigao

de determinantes.



2.1 DETERMINANTE

Definicdo 2.1: Associada a cada matriz quadrada A = (a;) de ordem 2, existe
uma fungdo matricial chamada determinante, denotada por detA ou por

a a

11 12

a a

21 22

A fungao determinante associa a cada matriz quadrada A de ordem 2 um
unico numero real a,,a,, - a,,a,, chamado valor do determinante; isto é,

detA=a a,,-a,a,,.

O valor do determinante de uma matriz de ordem 2 pode ser relembrado

pelo seguinte esquema:

a A,
=aunaz - azaiz. (2.1)

11

X

21

a a

22

Note que o valor do determinante é a diferenca entre o produto dos elemen-

tos da diagonal principal e o produto dos outros dois restantes.

3 _
ER 2.1: Encontre o valor do determinante da matriz A = lLS 1}
4

Solucao:

det A= ‘3 - ‘: (3)(4)-(5)(-1) =17.
5 4

' OCTAVE2.1

No OCTAVE, existe uma fungdo que calcula diretamente o determinante de
uma matriz, entdo definimos a matriz € usamos 0 comando det:

> A = [3,-1;5,4];

> det (A)

> ans = 17.000
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Definicdo 2.2: Um determinante de uma matriz A = (a;) de ordem 3 € uma

funcdo matricial e é denotado por detA ou por

d;; 3, ag,

a a

21 22 aZ3 :

a3  dj, 33

0 valor do determinante de A é definido como
a11a22a33 + a12a23a31 + 313321332

—A313p,A3 —A3,3,53dy; —A3335,3y; -

0 valor do determinante de uma matriz de ordem 3 pode ser relembrado

pelo uso de um esquema particular, semelhante ao usado para determinantes
de matrizes de ordem dois (2.1):

—a3135,33 TA3,3,3d1 —A339,13y;

(2.2)

+ a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21 a32

Em (2.2), as duas primeiras colunas do determinante sdo repetidas a direita.
Os produtos dos trés elementos ao longo das setas apontando para baixo e para
a direita sdo contabilizados positivamente, enquanto os outros trés elementos
ao longo das setas apontando para cima e para a direita sdo considerados nega-

tivos. A soma algébrica desses seis produtos é o valor do determinante.

(0 5 2
ER 2.2: Encontre o valor do determinante da matriz A = |L2 -1 -2;.
S0 9
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Solugao: Usando o esquema de (2.2),

(-10)-(0) - (30)
0

5

+(0)+(-50) +(0)
Portanto, o valor do determinante da matriz A é (0) + (-50) + (0) - (-10) - (0)
- (30), isto é, detA = -70.

OCTAVE 2.2
Diretamente, definimos a matriz e usamos o comando det:
>A=10,5,2;2,-1,-2;5,0,3]1;
> det (A)
> ans = -=70.000

Note que o método das diagonais empregado para determinac¢do de deter-
minantes de matrizes de ordem 3 ndo é valido para determinantes de matrizes
de ordem maior que 3.

Em geral, um determinante de uma matriz A = (a,) de ordem n € uma fun-
¢do da matriz quadrada A e é denotado por detA ou por

all alZ L aln

a, a, L a,
M M O M
anl anZ L ann

Definicao 2.3: O valor do determinante de uma matriz de ordem n é definido

como a soma dos n! termos da forma

(—1)ka a, .a_ .

1ip —2ip " niy
onde cada termo contém um e apenas um elemento de cada linha e um e apenas

um elemento de cada coluna; isto &, os indices iy, iz, .., i, sdo iguaisa 1, 2, .., n

tomados em alguma ordem. O expoente k representa o nimero de mudangas
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necessarias, entre dois elementos, para que os indices iy, iz, ..., i_ sejam coloca-

dos naordem 1, 2, ..., n.

Exemplo 2.1: Considere o termo contendo a,,a,,a,,a,, na avaliacdo do deter-
minante de uma matriz de ordem quatro. O valor k é 3, pois sdo necessarias
trés mudangas entre dois elementos, de modo que os indices (3,1,4,2) sejam
colocados na ordem (1,2,3,4):

3.142)>(1,342) > (1,2,4,3) > (1,2,3,4)

A385135,3,, = Ay;d385,d,, = 35;3,,33,;3 = 35;3,,3,535, .

Portanto, o termo contendo o fator a,,a,,a,,a,, tem o fator adicional (-1)?3; isto

Embora os seguintes teoremas sejam validos para determinantes de matri-
zes de ordem n, suas provas serdo consideradas apenas para determinantes de
matrizes de ordem 3. Estes teoremas sdo extremamente Uteis na avaliacio de
determinantes de matrizes de ordem n > 4, pois os valores destes determinan-
tes sdo raramente calculados por meio da definicdo. Além disso, varios destes

teoremas serdo usados para discutir certos conceitos em algebra matricial.

Teorema 2.1: O valor de um determinante permanece inalterado se linhas e

colunas correspondentes sdo trocados; isto é, detA = detA.

all alZ a13
Prova: Considere os determinantes detA = a, a, a,le
dy; Ay ay, 3, a5 Agg
detAT=|3;; Ay Ay
a3 Ay 433

Note que os elementos de cada linha ou coluna de detA correspondem aos ele-

mentos da mesma coluna ou linha, respectivamente de detA™. Por definicao,

det A = A,13,,8;5; +a,,3,335; +3,33,,3;, —35,3,3;5 —33,3,33;; —3333,,d,,
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detA"=a a a +taaa taaa -aaa -aaa —-aaa.
11 22 33 21 32 13 31 12 23 13 22 31 23 32 11 33 12 21

Por um simples rearranjo dos fatores e termos, nota-se que detA = detA".

A importancia do Teorema 2.1 é que, para todo teorema provado, com res-
peito as linhas de um determinante, existe um teorema correspondente, com

respeito as colunas.

Teorema 2.2: Se quaisquer duas linhas (colunas) de um determinante sdo tro-

cadas, entdo o sinal do valor do determinante é trocado.

Exemplo 2.2:
d;; A, Ay d;; A, Qg
a)|ay 3, ay|=—lay a;, a;|;
dy; A3, Ag Ay Ay, Ay

Teorema 2.3: Se todo elemento de uma linha de um determinante é zero, entdo

o valor do determinante é zero.

Prova: Considere a defini¢cdo do valor do determinante de uma matriz de or-
dem 3. Todo termo desta expressdao contém um, e apenas um, elemento de

cada linha como fator. Contudo, todo termo deve conter um fator que é um

elemento da linha de zeros. Portanto, o valor do determinante é zero.

Teorema 2.4: Se todo elemento de uma linha de um determinante é multiplica-

do por um fator k, entdo o valor do determinante é multiplicado por k.
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Prova: Todo termo na definicdo do valor do determinante de uma matriz de
ordem 3 contém um, e apenas um, elemento de cada linha como fator. Assim,

todo termo deve conter o fator k uma tinica vez; isto é, o valor do determinan-

te sera multiplicado por k.

kan kalZ ka13 a;;  Ag 13
Exemplo2.3: |a,, a,, a,|=kl|a, a,, a,
asy as, Ajs 3 3y, A3

Teorema 2.5: 0 valor de um determinante permanece inalterado se cada ele-
mento de uma linha é aumentado por um multiplo escalar do elemento corres-

pondente de outra linha.

all

Note que os elementos da terceira linha sdo deixados intactos enquanto um
multiplo escalar destes elementos é adicionado a cada um dos elementos cor-
respondentes na segunda linha. A prova do Teorema 2.5 pode ser obtida pelo
uso da definicdo do valor do determinante de uma matriz de ordem 3.

O valor do determinante de uma matriz de ordem 3 foi definido pela equacao

d;p QA A3

a a a =a a a +a a a +a a a -—

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 (2.3)
d3; d3; Az

TA313p,313 A 3,dy3d; —A33d,:3,.

Pelo rearranjo dos termos, o membro do lado direito de (2.3) pode ser es-

crito como

a; (azza33 —d3,a,; ) —4d; (321333 —djdy; ) +a; (az1a32 —dza,, ) ’
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a22 a23 _ 21 23 21 22

+a (2.4)
13

11 12

a32 33 a31 33 a31 32

Os trés determinantes em (2.4) podem ser obtidos do determinante original
pela eliminacao de certas linhas e colunas. A regra mostrada por (2.4), para
expressar o valor do determinante de uma matriz de ordem 3, pode ser genera-

lizada para determinantes de matrizes de ordem mais alta.

Definicdo 2.4: Considere uma matriz quadrada (a,) de ordem n. O determi-
nante obtido da matriz formada pela eliminacdo dos elementos da i-ésima
linha e da j-ésima coluna é chamado menor complementar do elemento a,

e é denotado por M.

Definicdo 2.5: O cofator do elemento a,, denotado pelo simbolo A, € dado
pelo menor complementar M;, multiplicado por um sinal positivo se i+j € par,

ou um sinal negativo se i+j é impar, ou seja,

i+ (2.5)
A, =(-1)"M,.
1 0 1
Exemplo 2.5: Por exemplo, 0o menor complementara,,emdetA= |5 -1 3
é -1 2 7

5 3
Mn:‘ ‘:(5)(7)-(-1)(7):35”:42
-1 7
e o cofator é

Teorema 2.6: O valor de um determinante é igual a soma dos produtos de cada

elemento pelo seu cofator de qualquer linha (ou coluna).
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0 Teorema 2.6 é um teorema-chave para avaliacdo de determinantes de ma-
trizes de ordem n. A prova deste teorema para matrizes de ordem n pode ser

encontrado na maioria dos textos de algebra linear.

1 0 1
ER 2.3: Avalie |5 -1 3 psando os cofatores dos elementos da segunda

coluna. -1 2 7

Solugao: Consideremos a segunda coluna. Entao, os cofatores de 0, -1 e 2,

denotados por A, A,, e A,,, respectivamente sdo dados por:

A :(_1)1+2 5 3‘:_42; AZ :(_1)2+z 1 1=8; A :(_1)3+21 1

12 2 _1 7 &% 5 3

‘:2.

Usando o Teorema 2.6
1 0 1

5 -1 3= (0) A, + (—1) A, + (2) A, = (0)(—42) + (—1)(8) + (2)(2) =—4.

-1 2 7

O simbolo |A| também é usado para denotar o determinante de A (neste

caso, |A| nio significa valor absoluto de A).

2.2 INVERSA DE UMA MATRIz

Esta secdo lida com o problema de se encontrar uma inversa multiplicativa,

caso exista, para uma dada matriz quadrada.

Defini¢ao 2.6: Uma inversa multiplicativa a esquerda de uma matriz A é
uma matriz B tal que BA = [; uma inversa multiplicativa a direita de uma
matriz A é uma matriz C tal que AC = I. Se as inversas a esquerda e a direita de
uma matriz A sdo iguais, entdo, esta é chamada simplesmente inversa multi-

plicativa de A e é denotada por A
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Teorema 2.7: Uma inversa multiplicativa a esquerda de uma matriz quadrada

A ndo nula é uma inversa multiplicativa de A.

Prova: Suponha que BA =], entao

A(BA) = Al pela pré-multiplicacio por A,

(AB)JA=A pois a multiplicacdo de matrizes é associativa e Al = A
(ABJA-A=0= (AB -1)A =0, 0 é matriz nula, mesma ordem de A,
AB-1=0 pois A é ndo nula no produto anterior (hipétese),
AB=1

Além disso, B é também uma inversa multiplicativa a direita de A. Portanto, B

é uma inversa multiplicativa de A; isto é, B = AL

Analogamente, pode-se mostrar que o Teorema 2.8 é verdadeiro.

Teorema 2.8: Uma inversa multiplicativa a direita de uma matriz quadrada A

é uma inversa multiplicativa de A.

Teorema 2.9: A inversa multiplicativa de uma matriz quadrada A, caso exista,

é Unica.

Prova: Sejam A e B quaisquer duas inversas multiplicativas da matriz qua-

drada A. Uma vez que A'A =1e BA =1, entéo,
A'A =BA
(A7A)A" =(BA)A™
A" (AA")=B(AA™)
A'1=BI
A'=B.
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Portanto, quaisquer duas inversas multiplicativas de uma matriz A sdo iden-
ticamente iguais; isto é, a inversa multiplicativa, caso exista, de uma matriz

quadrada A é tnica.

Exemplo 2.5: Nem toda matriz quadrada tem inversa multiplicativa. A ma-

(1 3)

triz L ndo tem inversa multiplic?iciv%\Para verificar isto, considere que
(a \ é a inversa multiplicativa de | deve-se observar, entio,
le df L0 o)

qa b)(1 3\|: |(1 0) - (a 3a\|:(1 0) (2.6)

lc d)uo 0/ (0 1}' |kc 3¢) Lo 1)|'

Isto exige que 4 equacdes sejam satisfeitas:a=1,3a=0,c=0e 3c=1.
Entretanto, se a = 1, entdo 3a # 0. Portanto, os valores de a, b, c e d que satis-

fazem (2.6) ndo existem, e a matriz (1 3) J‘lﬁo tem inversa multiplicativa.
00

1
ER 2.4: Encontre a inversa multiplicativa, caso exista, de (L 3)_

2
Solucao:
Se O tem uma inversa multiplicativa fe b\,
A D ~ A
ent.€10|(a bml 3)11 0)_ ou (a+4b 3a+2b\| (1 0\]
c dy4 2701 4d 3c+2d, |0 1
&t Y0 ) et Ber2d 0

Portanto, ) @+4b=1 [c+4d=0
3a+2b=0 13c+2d:1
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Resolvendo estes pares de equacgoes, simultaneamente, encontra-sea=-1/5,

b=3/10,c=4/10 e d=-1/10. Portanto, a inversa multiplicativa de

(1 3
@ ?)‘TS o
| 4 1]
)

| O OCTAVE2.4 |
No OCTAVE, existe uma fung&o que calcula a inversa multiplicativa de uma |
matriz, caso exista. Entdo definimos a matriz e usamos 0 comando inv: :
P> A = [1,3;4,2];
> inv (A)
> ans =
-0.20000  0.30000
0.40000 -0.10000

Observe que a saida da matriz apresenta os resultados das fragdes, quando |
: comparados com o0 ER 2.4, com 5 casas decimais.

ER 2.5: Encontre a forma da inversa multiplicativa, caso exista, da matriz qua-

drada genérica |2 b)
c d

7 7

a b) w X
Solucio: Se k 4)| tem uma inversa multiplicativa , entio

(w x}(a b}_(l 0\| . (aw+cx bw+dx)_(1 0\
\V Z)\C d) \0 1) Kay+cz by+dz) \0 1)

Além disso,

aw+cx=1 o ay+cz=0
bw+dx=0 by+dz=1

L L

Se ad - bc # 0, as solugdes destes pares de equagdes sao dadas por
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d -b —C a

w= , X= , Y= , Z= .
ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc

d -b )
ad—bc ad-bc |

(a b) ( —C a
Portanto, a inversa multiplicativa de LC d/l é ' ad—bc  ad—be l desde
\ )

que ad-bc # 0. Note que a inversa multiplicativa de uma matriz quadrada de

a b
#0.
d

ordem 2 existe se

C

OsER 2.4 e ER 2.5 ilustram o uso de um método um tanto quanto trabalhoso
para se encontrar as inversas multiplicativas de matrizes quadradas de ordem
maior que 2. Agora, sera apresentado um método direto para se encontrar a
inversa multiplicativa, caso exista, de uma matriz quadrada de qualquer ordem.

Se A= (a), entdo pelo Teorema 2.6

detA= Zaiinj parai=1,2,..,n. (2.7)

=1
Além disso, é possivel provar que, para qualquer determinante de ordem n,
a soma dos produtos dos elementos de qualquer linha e os cofatores dos ele-

mentos correspondentes de outra linha é zero, ou seja,

iathij =0 parah,i=1,2,...,nondeh #1i. (28)

j=1
As Equagdes (2.7) e (2.8) podem ser expressas como uma Unica equacao

? a A =06 detA ,parahi=1,2,..n. (2.9)
hj ij ij
=1

As n? equagdes representadas por (2.9) podem ser escritas numa matriz da

forma

(a,)(a,) =(5,)detA . (2.10)
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Por exemplo, se n = 3 em (2.9), entdo, a equagao (2.10) representa

(a a a YA A AY (1 0 0)

11 12 13 11 12 13 |
a21 aZZ a AZl A22 A23 | = )
AT AT

010 |~det A.
a a a 0 0 1
\ 31 32 33 )K 31 32 33) k )

23

Umavez que (a;) = Ae (5,) =1, a equacdo (2.10) pode ser escrita como

A(A,) =1detA.

(2.11)
Se detA £ 0, entdo
(A))"
A =1 (2.12)
detA
T
Portanto, a matriz ( il’) é a inversa multiplicativa de A; isto é,
det A
Ai) T
At =(A) 1 (A). (2.13)

detA detA 7

A inversa multiplicativa, caso exista, de uma matriz qua-
drada é o produto entre o inverso do determinante des-
ta matriz e a transposta da matriz dos cofatores.

T
O fatode que (A‘i ) ndo é apenas a inversa a direita de A, decorre do Teore-
detA

ma 2.8. Note que uma condicdo necessaria e suficiente para a inversa multipli-
cativa da matriz A existir, é que detA # 0.
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Definicdao 2.6: Uma matriz quadrada A é dita ndo singular se detA # 0, e

singular se detA = 0.

Se A ndo é uma matriz quadrada, entdo é possivel para A ter uma inversa

multiplicativa a esquerda ou a direita, mas ndo ambas.

(1 0)

Entio, toda matriz da forma LO 1 J onde r e s sdo escalares arbitrarios, é

r s
uma inversa multiplicativa a direita de A. Uma inversa multiplicativa a es-

(m n)

querda Lw x | ndo existe, pois

Y Z|m n\’/l 0 0) (m n 0\| (1 0 0)
|WX|| |= WXO¢010
lo 1 0) || |7 |

ly 2 ly z of {00 1)

paratodos os valores de m,n, w, x,y e z.

(-2 1 1
ER 2.6: Encontre a inversa multiplicativa, caso exista, de A = L 0 2 -1,
4 3 4
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Solugao: Usando o Teorema 2.6 e os cofatores dos elementos da primeira li-

nha, obtém-se

2 _ —
detA=— - 0 +1
3 4 4 4

Como detA # 0, entdo A existe. Os cofatores dos elementos de A sdo dados por

=11, A 0 4 4 4 02
4| 7 “'_‘4 4 7B 4 3

1 7 21
Au=—L A= AH=‘4 412 Azg:—‘z1 4:1&

0 2‘=—2(11)—1(4)+1(—8)=—34.
3

4

A =

11

-8,

1 1 -2 1 -2 1
A = = —3’ =— = —2, = =S —4
31 2 _1 32 0 _1 33 0 2
Trocando cada elemento de A pelo seu cofator, obtemos a matriz
(11 —4 —8W
(A ):|-1 ~12 10‘.
ij
-3 -2 -4
\ y
Portanto,
( 1 1 3\
34 34 34
(A f . (11 -1 -3\ | . . ,
A—1: 1j — |_4 _12 _2||:|| - I _|ll
detA —34{ | | 34 34 34|-
-8 10 -4 ) I 3 10 4 |
\ 34 ~—34 34 |
OCTAVE 2.6

Simplesmente definimos a matriz e usamos o comando inv:

>A=[-2,1,1;0,2,-1;4,3,4];

> inv (A)

> ans =

-0.323529 0.029412 0.088235
0.117647 0.352941 0.058824
0.235294 -0.294118 0.117647
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[3x—2y =11

ER 2.7: Resolva o sistema de equagdes lineares {L x+3y =3

Solucao: Este sistema de equagdes lineares pode ser expresso em forma ma-

tricial como

(3 -2\(x\_(11)

CEEIONE)
3 2
=
(3 -2) ' 1 3 l
A inversa multiplicativa de 1 /{ \ -1 11 ) Pré-multiplicando am-

bos os lados da equagdo matricial que representa o sistema de equagdes line-

ares pela inversa multiplicativa, obtém-se

5 2k s

|
|
Uiy L

3
-1 3] y 1?11 )
3ol
i
(x) &—1
LyJ t;Z
11

Portanto,x=39/11ey=-2/11.

OCTAVE 2.7
Considerando a equacgao matricial AX = B, equivalente ao sistema de equa-
¢oOes, onde A é matriz dos coeficientes, X é a matriz das variaveis e B é matriz

dos termos independentes, definimos as matrizes A e B e calculamos A'B:
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Ley=-0.18182.

A= [3,-2;1,3];
B = [11;3];

inv (A) *B

vV V V V

ans =
3.54545
-0.18182

Assim, a saida da operacéo executada mostra a solugéo do sistema: x = 3.54545

2.3 ANEIS E ISOMORFISMOS DE MATRIZES

O conjunto das matrizes quadradas de uma dada ordem, com as operacoes

de adicao e multiplicacdo de matrizes, forma um modelo de um sistema mate-

matico abstrato particular chamado anel.

Definicdo 2.7: Um anel é um sistema matematico consistindo de um conjunto

R com elementos a, b, ¢, d, ¢, f, g, ..., uma relacdo de equivaléncia denotada por

= e duas operacoes binarias bem definidas + e x, chamadas “adi¢do” e “mul-

tiplicagao”, respectivamente, as quais satisfazem as seguintes propriedades:

1.

2
3.
4

fechamento: se a,b € €, entdoa+be @eaxb c @;

comutativa: se a,b € €, entdoa+b=Db +a;

associativa: sea,b € €, entdoa+ (b+c)=(a+b)+c e ax(bxc)=(axb)xc;
identidade aditiva: existe um elemento z € € tal que, para todo a € €,
a+z=z+a=a;

inverso aditivo: para todo a € €, existe um elemento (—a)e €, tal que
a+(-a)=(-a)+a=z

distributiva: paratodo a,b,c € €,ax(b+c)=(axb)+(axc)e
(b+c)xa=(bxa)+(cxa).

ER 2.8: Mostre que o conjunto S de matrizes quadradas reais de ordem n

forma um anel.
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Solucao: Pelas defini¢des da soma e do produto de duas matrizes, o conjunto
S é fechado sob a adicdo e multiplicagdo de matrizes (propriedade 1). A adicao
de duas matrizes, de S é comutativa (propriedade 2) e associativa (proprieda-
de 3), pois a adi¢do de nimeros reais é comutativa e associativa. A proprieda-
de 4 é satisfeita porque a matriz nula de ordem n é o elemento neutro aditivo
para o conjunto S. Uma vez que, para cada (a;) € S existe uma matriz (-a,) tal
que (a,) + (-a,) = 0, a propriedade 5 é satisfeita. A propriedade 6 e a segunda
parte da propriedade 3 foram provadas na se¢do 1.2. Portanto, o conjunto S

de matrizes quadradas reais de ordem n forma um anel.

Definicao 2.8: Uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de um
anel R e os elementos de um anel S é chamada isomorfismo se a soma e o
produto de elementos correspondentes também sdo correspondentes; isto €&,
se quaisquer dois elementos a,b € R e quaisquer dois elementos a’, b’ € S sdo
tais que a corresponde com a’ (a <> a’) e b corresponde com b’ (b <> b’), e a

correspondéncia é um isomorfismosea+b<>a’+b’e ab< a'b’.

Sempre que existe um isomorfismo entre os elementos de dois anéisR e S, os
anéis sdo abstratamente idénticos e sdo ditos isomarficos. Apenas as notagoes
usadas para representar os elementos e as operagoes dos dois anéis diferem.

Existem dois subconjuntos importantes do conjunto de matrizes reais qua-

dradas de ordem dois. O primeiro é o conjunto de matrizes escalares de ordem

dois k 0\.
0 k)
Este conjunto de matrizes é isomdrfico ao conjunto dos nimeros reais. Tan-
to o conjunto de matrizes escalares quanto o conjunto de nimeros reais, com
respeito as operagdes de adicdo e multiplicacdo definidas nos conjuntos, sao

exemplos de anéis.

l?ﬁem lo 2.7: Considere a corr&spodl\déncia biunivoca entre as matrizes
e os escalares k; isto €, ok
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De modo a estabelecer que os dois sistemas sdo isomorficos, é necessario
mostrar que as somas e os produtos de elementos correspondentes nos dois

sistemas estdo em mesma correspondéncia um pra um. Ou seja, que

[a 0)(_)3 . (b 0\|(_)b_
0 a) 0 b)

+(t(>) i))):(agb agb\e:ﬁbe
) )

(a oj(b 0\|=|(ab o\Hab.
0 aj0 b)( )

(k
Portanto, o anel de matrizes da forma LO k J ¢é isomorfico ao anel de nime-

Entao,
(a 0\

0
J

k a

ros reais k.
0 segundo subconjunto importante de matrizes reais quadradas de ordem
dois é o conjunto de matrizes da forma (xy) .
SR
Este conjunto de matrizes é isomérfico ao conjunto de nimeros complexos
x + yi. Tanto o conjunto de matrizes desta forma quanto o conjunto de nimeros
complexos, com respeito as operagdes de adicdo e multiplicacdo definidas nos

conjuntos, sdo exemplos de anéis.

l;xempl? 2.8: Considere a correspondéncia biunivoca fntre ai matrizes
X . . o XY .
Y1eo conjunto dos niimeros complexosx +yi; isto é, > X+yi.

L—y XJ L‘Y XJ

d
Sejam(al b\|<—>a+bi [ [c \\(—>C+di.
L—b a) L—d CJ
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(ab g\| (c d\] ( a+c b+d\|

b+d) a+c

VAN )K )

e (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.Uma vez que

[ a+c b+d)
|—(b+d) a+c|<—>(a+c) (b+d)i,

\ )

entdo

(ab ab\b [C d)(—)(a+bi)+(c+di),

0 que demonstra que a correspondéncia é preservada mediante a adi¢do. Para

a multiplicacao,
[/ Y 2 (éi\ ( (xcd +bt()ic) ad + bc\]
K )K )

e (a+bi)x(c+di)=(ac—bd)+(ad +bc)i. Uma vez que

—bd d+b
|( ac adr C\| < (ac-bd) +(ad +bc)i,
—(ad+bc) ac-bd

)

Entao,

(a b@(c d)
L‘b a X )

o que demonstra que a correspondéncia é preservada mediante a multiplicacao.

© (a +bi)x (c+di),

(x y
ER2.9: Verifique que a correspondéncia biunivoca entre as matrizes |K v x

e 0s nimeros complexos X + yi é preservada mediante a multiplicacdo, para os

nimeros complexos 3 +ie 1 - 5i.
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Solucgao:
1) 1 -5 i
Sejam3+i<—>| | e1—51<—>| |.Entao,
-1 3 5 1

\ ) \ )
(3+1)(1-5)=[(3)(1)-(1)(-5)]+[3)(-5) +(1)(1)]i=8- 141

(3 1)1 -5\_(8 -14)

-1 3 1 14 8

G SRR G
8 -14
Uma vez que 8—14i<—>( \, entdo,
\14 8 )
-5
(3+1)x(1-5i) <—>|(51 ?”(; . \|
\ N )

| 5 OCTAVE 2.9 |
i Dado um nimero complexo z = a+hi, as partes real e imaginaria, no OCTA- |
| VE, sdo avaliadas pelas funcbes real(z) € imag(z), respectivamente. Des-

' ta forma, podemos relacionar 0 numero complexo z com uma matriz da forma

real(z) imag(z) . . ; .
. Assim, definimos os nimeros complexos a considerar, ;

iLqﬂmg(z) real(z))

definimos as matrizes associadas e avaliamos a multiplicagdo como segue:
| > z1 =3 + i;
> z2 =1 - 1*1i;
> z3 = z1*z2
z3 = 8 — 141
> Al = [real(zl),imag(zl);-imag(zl),real(zl)];
> A2 = [real(z2),imag(z2);-imag(z2),real (z2)];
> A3 = [real(z3),imag(z3);-imag(z3),real(z3)]
> A3 =
8 -14
14 8
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> Al1*A2

> ans =
8 -14
14 8

Observe que multiplicamos os complexos z1 e z2 e guardamos o resultado na
varidvel z3. Na sequéncia, definimos as matrizes relacionadas a z1, z2 e z3. O resul-
tado obtido pela definicdo para z3 € o mesmo obtido do produto das matrizes Al

Uma razdo para a importancia do estudo da algebra de matrizes é que mui-
tos sistemas matematicos sdo isomérficos a conjuntos de matrizes. Considere
agora um sistema matematico que tem grande importancia histdérica no desen-
volvimento da algebra vetorial.

Para as duas definigdes seguintes, sejam i, j e k, tais que i? = j?= k?= -1,
ij = —ji==k jk = -kj =i, e ki = -ik = j.

Defini¢ao 2.9: Um quatérnio é um elemento da forma a + bi + cj + dk, onde

a, b, c e d sdo niimeros reais.

Definicao 2.10: Dois quatérnios a + bi + cj + dk e a’ + b’i + c’j + d’k sdo iguais

se,esomentese, a=a’,b=b’,c=c,ed=d"

Dois quatérnios sdo adicionados da mesma maneira que duas fungdes line-
ares em i, j e k. O produto de dois quatérnios quaisquer pode ser obtido, con-
siderando a propriedade distributiva da multiplicagdo com respeito a adi¢ao.
Sob estas defini¢des de adicdo e multiplicacdo de quatérnios, mostra-se que o
conjunto de quatérnios forma um anel.

Além disso, pode ser mostrado que o anel dos quatérnios a + bi + cj + dk
é isomdrfico a dois diferentes conjuntos de matrizes: o conjunto das matrizes

reais quadradas de ordem quatro da forma
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-b a -d c
-c d a -b ‘
-d -¢c b a

e o conjunto das matrizes complexas quadradas de ordem dois da forma

a+bi c+di)
K—C+di a—bi)

ER 2.10: Verifique que a correspondéncia biunivoca entre as matrizes

a b ¢ d)
b a -d ¢ ’ _ o . :
e os quatérnios a + bi + cj + dk é preservada sob a multi-
‘—c d a bl
\(-d — b aJ
plicagdo para os quatérnios 2 + 3i+j+4k e 1-i+3j- 2k
Solucao:
Sejam
2 3 1 4\
|—3 2 -4 1 |
2+3i+j+4k <
-1 4 2 -3
-4 -1 3 2
\ ) e
( 1 -1 3 —2\|
| 1 1 2 |
1-i+3ji-2k <
| 3 11
—3 -1 1
L2 y
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Entao,

( 2 3 1 3
-3 2 -4 1:1 1 2
1

‘—1 4 2 —3«—3 =2

\_4 -1 3 2}\2 -3 -1

13 10 -10 9

z\ 9 10 10 13"

-10 -9 -13 10

—2\ (10 -13 9 10\
)\ )

10 -13 9 10
|(13 10 -10 9\|

|—9 10 10
10 -9 -13 10

\ )

pondéncia biunivoca é preservada mediante a multiplica¢ao.

Uma vez que 10—13i+9j+10k <> ., entdo a corres-

' 5 OCTAVE 2.10

O OCTAVE trabalha de forma direta com os quatérnios, onde um quatérnio
Q = atbi+cj+dk é definido por meio da fun¢é@o quaternion. A diferenga, aqui,
€ que o quatérnio no OCTAVE é um vetor cujos elementos se ordenam como
Q =[b cd a], ou seja, os coeficientes do quatérnio podem ser identificados
da seguinte maneira: a = Q(4), b = Q(1), ¢ = Q(2) e d = Q(3). Relacionamos 0

Q4) Q) Q) Q©3)

quatérnio Q com a matriz da forma Q) Q) Q) 2
U@ o3 o) -A) ||
\-QB) -Q(2) Q) Q*))

. A mul-

tiplicagdo entre
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-15 5 -10 -10
-5 15 10 -10

> Al1*A2

> ans =
-10 10 -15 5
-10 -10 -5 =15
15 5 -10 -10
-5 15 10 -10

Observe que multiplicamos os quatérnios Q1 e Q2 e guardamos o resultado
na variavel Q3. As matrizes relacionadas a estes quatérnios sao, respectivamente,
Al, A2 e A3. O resultado obtido pela definicdo para A3 € 0 mesmo obtido do pro-
duto das matrizes Al e A2. As matrizes que aparecem aqui diferem das exibidas no
ER 2.10, uma vez que, no OCTAVE, o termo independente do quatérnio é colocado
- naquarta posicao do vetor.

2.4 POSTO DE UMA MATRIz

Antes da discussdo a respeito do conceito de posto de uma matriz, é neces-

sario definir o conceito de dependéncia linear.

Definicao 2.11: Considere um conjunto de fung¢des, vetores ou elementos ej,
ez, .., e,. Estas funcdes, vetores ou elementos sdo ditos linearmente depen-
dentes se existe um conjunto de escalares ki, k, .., k , nem todos nulos, tal
quek.e, +k,e,+..+k e =0.Se eles ndo sdo linearmente dependentes, entdo

se diz que eles sdo linearmente independentes.

ER 2.11: Mostre que as fung¢des f(x,y,z), g(x,y,z) e h(x,y,z) sdo linearmente de-
pendentes, onde f(xy,z) =x-y+7z g(xyz)=x+y+2zeh(xy,z) =3x+y+5z.

Solucao: Se f(x,y,2), g(x,y,z) e h(x,y,z) sdo fun¢des linearmente dependentes,
entdo, existem escalares k,, k, e k,, ndo todos nulos, tais que

k f(xy,z) + k,g(x,y,z) + k;h(x,y,z) = 0.
Considere k,(x -y +z) + k,(x +y +2z) + k,(3x + y + 5z) = 0. Entdo,
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(k,+k,+3k))x + (-k, + k, + k,)y + (k, + 2k, + 5k;)z= 0, e
[k1+k2+3k3=0
-k +k +k =0
4| 1 2 3
k +2k +5k =0
L 1 2 3

Resolvendo simultaneamente, adicionando a segunda equacgao a primeira e a

terceira equagoes, obtém-se
Jm9+4k3=0

3k +6k =0
L 2 3

k,=-2k, ek, = -k..Sejak, =-1.Entdo, k,=2,k, =1,e
1x-y+2z)+2(x+y+2z)-1(3x+y +52) = 0.

Portanto, f(x,y,z), g(X,y,z) e h(x,y,z) sdo fun¢des linearmente dependentes.

Defini¢ao 2.12: Dada uma matriz A de ordem m por n, selecionando os ele-
mentos em quaisquer r linhas e r colunas de A, obtém-se submatrizes qua-
dradas de ordem r. Os determinantes destas submatrizes quadradas de or-

dem r sdo chamados r-menores de A.

Defini¢ao 2.13: A ordem da maior submatriz quadrada cujo determinante

tem um valor nao nulo é chamada posto da matriz.

0 posto de qualquer matriz diferente da matriz nula ndo pode ser zero; o
posto de uma matriz m por n ndo pode exceder m ou n; e o posto de uma matriz

nula é definido como zero.

Em geral, o posto de uma matriz é igual ao maior niimero de
vetores linha ou coluna linearmente independentes, uma vez
que o valor do determinante de uma matriz quadrada é zero
se os vetores linha ou coluna sdo linearmente dependentes.

(4 2 -1 3
ER 2.12: Determine o posto damatrizA=;0 5 -1 2.
LlZ -4 -1 5 J
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Solug¢ao: Uma vez que a matriz A é de ordem 3 por 4, o posto de A ndao pode
exceder 3. Cada um dos 3-menores de A, entretanto, tem valor zero; isto é,

4 2 -1 |14 2 3 |4 -1 3 (2 -13

0 5 -1=/0 5 2=0 -1 2=/5 -1 2/=0.

12 -4 -1 |12 -4 5 (12 -1 5 |-4 -1 5

Portanto, o posto de A ndo pode ser trés. Uma vez que o 2-menor
4 2
0 5

ndo é nulo, o posto de A é dois.

OCTAVE 2.12
O posto de uma matriz é calculado pelo comando rank:
> A= [4,2,-1,3;0,5,-1,2;12,-4,-1,5];
> rank (A)

> ans = 2

A dificuldade na determinag¢io do posto de uma matriz de ordem mais alta
pode ser reduzida considerando-se trés transformacoes elementares sobre
linhas na matriz:

(i) trocade duas linhas;

(i) multiplicacdo dos elementos de qualquer linha por um escalar ndo nulo;

(iii) adigdo de uma linha multiplicada por um escalar ndo nulo a outra linha.

Dos Teoremas 2.2, 2.4 e 2.5, fica evidente que o posto de uma matriz ndo
é alterado pela aplicagdo de cada uma das transformacdes elementares sobre
linha, visto que
e por (i) apenas os sinais dos valores de alguns r-menores sdo alterados;
e por (ii) os valores de alguns r-menores sdo multiplicados por um esca-
lar ndo nulo;

¢ por (iii) o valor de cada r-menor é inalterado.

M. H. Stoppa | R. A. BoRges 73



Estas transformagodes elementares sobre linhas podem ser aplicadas em

qualquer sequéncia.

Defini¢cao 2.14: Uma matriz é considerada na forma linha escalonada se,
por meio de transformacgdes elementares sobre linhas, o primeiro elemento
ndo nulo em cada linha for igual a 1 e estiver posicionado a direita do primei-

ro elemento nao nulo da linha antecedente.

Se uma matriz estiver na forma linha escalonada equivalente, seu posto

pode facilmente ser determinado.

(0 2 4 6
ER 2.13: Determine o posto damatrizA= 3 -1 4 -2].
Ls -1 10 -1

Solugao: Trocando a primeira com a segunda linha,
( 3 -1 4 —2\
l 0 2 4 6

1w al
(6 -1 10 -1

multiplicando os elementos da primeira linha por (-2) e adicionando estes
produtos aos elementos correspondentes da terceira linha,
3 -1 4 —2\
’ 0 2 4 6

l,
K0 1 2 3)

multiplicando os elementos da segunda linha por (-1/2) e adicionando estes

produtos aos elementos correspondentes da terceira linha,
( 3 -1 4 —2\
0 2 4 6,

| |
\0 0 0 0)
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multiplicando os elementos da primeira e da terceira linha por (1/3) e (1/2),

(3 -1 4 —2\

0 2 4 6,
|0 0 0 0|

\ )

respectivamente:

A matriz A estd agora, na forma linha escalonada, e pode-se verificar que todo

3-menor tem valor zero. Assim, o posto de A é dois, pois

1 -t
3| =0.
0 1

Cada uma das transformacoes elementares sobre linhas numa matriz pode
ser vista como uma pré-multiplicacdo da matriz por uma matriz adequada, ob-
tida pelo desenvolvimento da transformacgao elementar sobre linha, sobre a ma-
triz identidade.

Exemplo 2.9: Se a matriz cujo posto a ser determinado é de ordem 3 x n,
entdo a primeira transformacao elementar sobre linha (i) pode ser realizada

multiplicando-se a dada matriz por uma das matrizes

4001\(010) 4100\|
01 0, 1 0 0 ou O0O0 1. (2.14)

soo oo o)

A segunda transformacdo elementar (ii) pode ser realizada pela pré-mul-

tiplicacdo da matriz dada por uma das matrizes

(|k00\‘(100 (100\|
01 0,'0k 0'ou'01 0. (2.15)

oo ooy loow

A terceira operagdo elementar (iii) pode ser realizada pela pré-multiplica-

¢do da matriz dada por uma das matrizes
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1 k 0) (1 0 k 1 0 0)

(010),|01 ow,rk 10
L001JL001JL001J

100) (100 100 (2.16)
(0 1 k\,(o 10]ou(0 1 0\|

oo bod Lo

Definicao 2.15: As matrizes que permitem o desenvolvimento das transfor-
macoes elementares sdo chamadas matrizes de transformag¢io elementar

sobre linhas.

Exemplo 2.10: As matrizes de (2.14), (2.15) e (2.16) sdo matrizes de trans-

formacdo elementar sobre linhas, de ordem 3. Note que toda matriz de trans-

formacdo elementar sobre linha é nao singular.
E possivel mostrar que toda matriz nio singular é produto de matrizes de
transformacdo elementar sobre linha. Entdo, toda matriz nao singular A tem
uma inversa nao singular A, que é igual ao produto de matrizes de transfor-
macao elementar sobre linhas. O produto das matrizes de transformacao ele-
mentar sobre linha que transformam A em I é A%, Note que as matrizes usadas
de transformagdo elementar sobre linha devem ser multiplicadas em ordem

reversa de sua aplicagdo.

3 1
ER 2.14: Determine a inversa de A = (4 2).

Solucdo: Uma vez que A é ndo singular, serdo aplicadas transformacdes ele-
mentares sobre linhas de A, até que se obtenha a matriz I. O produto das ma-
trizes que representam as transformacgoes deve ser igual a Al. Por exemplo,

multiplicando os elementos da primeira linha por (-4/3) e adicionando os

produtos aos elementos correspondentes da segunda linha, obtém-se
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(1 0\(3 1) (3 1\

SRR
multiplicando os elementos da primeira linha por (1/3) e os elementos da
segunda linha por (3/2),
(1 0Y1 3 1) (; 1)

| | |_| .
LO 313 8l

2lo 1h°35) o 1)
multiplicando os elementos da segunda linha por (-1/3) e adicionando os
produtos aos elementos correspondentes da primeira linha,
(1 1 D g o
| 3l 3 |:|

|-
|\0 1)”0 1)'

\0 1)

Portanto,

2.5 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Considere um sistema de m equagdes lineares em n variaveis x1, Xz, .., X :

[a,x,+a,%,+..+3,X, =C,

ax +a X +..+ta X =¢C

J 21 1 22 2 2n n 2
(2.17)

0 sistema (2.17) pode ser escrito em forma matricial como
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a11 a12 L a;, X \ C

(a a L a Yxl [ ﬂ
21 22 2n 2 || ¢ (2.18)
M MO M[M T| M

a

G e 0 ey

Definicdo 2.16: A matriz (a;) de ordem m por n é chamada matriz dos
coeficientes.

Defini¢do 2.17: A matriz composta dos mn elementos a; mais uma coluna
adicional cujos elementos sdo as constantes c, ¢ chamada matriz aumentada

do sistema.

Exemplo 2.10: A matriz

(all a12 L aln Cl \1
a a L a |
21 22 2n 2
\ M Mo M M| (2.19)
a a L a C
K ml m2 mn m)

é a matriz aumentada de (2.17).
O posto da matriz aumentada é maior ou igual
ao posto da matriz dos coeficientes.

A solugdo, caso exista, para um sistema de equagdes lineares (2.17) pode ser
determinada pela transformacao da matriz aumentada numa forma escalonada
por meio de transformacgoes elementares sobre linha. O sistema de equagdes
lineares, representado pela matriz aumentada transformada, sera um sistema
equivalente a (2.17), onde “equivalente” significa que o conjunto solugdo nao é
alterado.
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Definicao 2.18: Se o sistema de equacgdes lineares (2.17) é tal que as equa-
¢Oes sao todas satisfeitas simultaneamente por, no minimo, um conjunto de
valores das variaveis, entio ele é dito consistente; e o sistema é dito incon-
sistente se as equacdes ndo sdo satisfeitas simultaneamente por qualquer

conjunto de valores das variaveis.

ER 1.15: Resolva o sistema de equagdes lineares por meio de transformagdes

elementares sobre linhas na matriz aumentada:

2x—y+z=1
X+y—-z=2
3x-y+z=0
Solug¢ao: A matriz aumentada é
(2 -1 1 1\|
3 -1 1 0

\ )

Trocando a primeira e a segunda linha, obtém-se:

(1 1 -1 z\l
2 -1 1 1,
.3 -1 1 0’

\ )

Multiplicando os elementos da primeira linha por (-2) e adicionando os

produtos aos elementos correspondentes da segunda linha, obtém-se:

(1 1 -1 2\’

0 3 3 -
|3—110‘

\ )

Multiplicando os elementos da primeira linha por (-3) e adicionando os
produtos aos elementos correspondentes da terceira linha,
( 1 1 -1 2 )
| 0 -3 3 -3,

D
\044 6)
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Multiplicando os elementos da linha dois por (-1/3),
( 1 1 -1 2 \
0 1 1 1 ,.

lo 2 2 -5
k044 6)

Multiplicando os elementos da segunda linha por (4) e adicionando os

produtos aos elementos correspondentes da terceira linha, obtém-se:

(11—1 2)

00 0 -2
\ )
Multiplicando os elementos da terceira linha trés (-1/2):
( 11 -1 2\|
l 01 -1 1 ’
0 0 0 1
\ )

A matriz aumentada transformada esta na forma escalonada e representa

o sistema de equacoes lineares a seguir:

[x+y—z:2
y-z=1
=

Uma vez que nenhum dos valores X, y e z existem tais que 0 = 1, o sistema é
inconsistente. Note que o posto da matriz aumentada é trés enquanto o posto

da matriz dos coeficientes é dois.

5 OCTAVE 2.15

O OCTAVE tem um comando especial (rref) que determina a forma escalo-
nada de uma matriz, porém com um nivel posterior, onde executa operagdes ex-
tras procurando zerar 0s outros elementos da coluna onde se encontram 0s pivos
de cada linha ( ). Observe o efeito do comando rref sobre a matriz do ER 2.15:

>A=[2,-1,1,1;1,1,-1,2;3,-1,1,01;

> rref (A)

> ans =
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o M1 -1z )
Sobre a matriz | no ER 2.15 sdo executadas as seguintes

0 [1 -1 1
o o o [1

operag0es:

a) multiplicamos a 29 linha por -1 e adicionamos a primeira linha, obtendo a

(1 0 0 1)
matrizlg 1 -1 1|-

00 0 1)'
b) multiplicamos a 39 linha por -1 e adicionamos as primeira e segunda linhas,
(|1 0 0 0\‘
obtendoamatriz'0 1 -1 0

|, que é a matriz exibida pela variavel tempora-

ria ans. 00 O 1}'
Neste caso o sistema de equacdes lineares representado por esta matriz é
X =0
y—-z =0 (inconsistente).
0 =1

ER 2.16: Resolva o sistema de equagdes lineares seguinte, por meio de trans-
formacgdes elementares sobre linhas, na matriz aumentada:
x+3y+z=6
3x—2y—-8z=7
4x+5y—3z=17

Soluc¢ao: A matriz aumentada é

(1316\

l3 -2 -8 7|
K4 5 -3 17)
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Multiplicando os elementos da primeira linha por (-3) e adicionando os

produtos aos elementos correspondentes da segunda linha, obtém-se:

|(1 3 1 6\‘
3 -11 -11 -11

| 5 ol
\4 5 3 17)

Multiplicando os elementos da primeira linha por (-4) e adicionando os

produtos aos elementos correspondentes da terceira linha,

(1 3 1 6\|
3 -11 -11 -11

e —
\0777)

Multiplicando os elementos da segunda linha por (-1/11):

(1 3 1 6\

|3111

P
\0777)

Multiplicando os elementos da segunda linha por (7) e adicionando os

produtos aos elementos correspondentes da terceira linha, obtém-se:

(1316\|
011 1,
|0000|

\ )

A matriz aumentada transformada esta na forma escalonada e representa

o sistema de equacoes lineares a seguir:
x+3y+z=6
ﬁ y+z=1
0=0
L

Portanto, existe um nimero infinito de solu¢cdes daformax=3 +2zey=1-z.
0 valor da variavel z pode ser atribuido arbitrariamente, encontrando-se, assim,

osvaloresdexey.
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OCTAVE 2.16
Utilizamos novamente o comando rref sobre a matriz aumentada A:
> A= [1,3,1,6;3,-2,-8,7;4,5,-3,171;

> rref (A)
> ans =
1 0 -2 3
o 1 1 1
0O 0 0 0
(1 3 16
Sobre a matriz | 0 1 1] noER 2.16 0 OCTAVE efetua uma operagéo
0 0 0 o

extra no intuito de zerar os demais elementos da coluna do pivd da segunda linha,

multiplicando a 29 linha por -3 e adicionando a primeira linha, obtendo a matriz

1 0 -2 3)
01 1 1||.
00 0 0

Neste caso o sistema de equacdes lineares representado por esta matriz é

y+z=1

{X ~22=3 que é equivalente ao sistema do ER 2.16.

Note que, neste exemplo, o posto da matriz aumentada e o posto da matriz
dos coeficientes sdo ambos iguais a dois. Em geral, uma condi¢do necessaria e
suficiente para um sistema de equagdes lineares ser consistente é que a matriz
aumentada e a matriz dos coeficientes tenham o mesmo posto.

Seguem algumas proposicdes gerais a respeito de sistemas lineares de m
equacdes em n variaveis, que serdo aceitas sem demonstracao.

e Se o sistema (2.17) é consistente no caso de M > n (mais equagdes que

variaveis), as equagdes sdo necessariamente linearmente dependentes.
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¢ Seoposto da matrizaumentada é n, existe uma tnica solucao.

¢ Seopostor da matrizaumentada é menor que n, a solu¢do pode ser ob-
tida pela escolha de valores arbitrarios para n - r das variaveis e, a partir
destes, podem ser determinados os valores das varidveis restantes; isto
é, existe um nimero infinito de solugdes.

¢ Quandom <n, os valores para no minimo n - m variaveis necessitam ser

escolhidos arbitrariamente, se o sistema é consistente.

Defini¢ao 2.19: Um sistema de equagdes lineares homogéneas é da forma
a; X, +a,X,+.+a,x, =0
a, x +a,x,+..+a, x =0
2171 22772 2
v (2.20)

{amlx1 +a_,X,+..+a,x, =0

O sistema (2.20) pode ser expresso em forma matricial como AX = 0, onde A
é a matriz dos coeficientes, X é a matriz coluna das variaveis x1, Xz, .., X ,e 0 éa
matriz coluna nula de ordem m por 1.

Tal sistema é necessariamente consistente, uma vez que ele tem a soluciao
trivial

X1=X2=..=X =0.

Se existe uma solu¢io nao trivial, um nimero infinito de solugdes existe;
isto é,se t,, t,, .., t representa uma solugdo ndo trivial, entdo kt,, kt,, ..., kt_para
qualquer niimero real k é também uma solucao.

Esta propriedade de um sistema de equa¢des homogéneas pode ser provada

por substituicdo direta em (2.20).
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3. TRANSFORMACOES DO PLANO

AS OpeRAcOeS ReAllzZAdAS no plano cartesiano ortogonal sio de grande
interesse, principalmente quando relacionadas aos recursos graficos compu-
tacionais. Sio muito comuns os problemas que envolvem o movimento planar,
manipulagio, rotacdo e transformagio de figuras. Na animacgao grafica, as trans-
formagdes mais interessantes sdo as que correspondem ao que denominamos
movimento rigido, ou seja, as que preservam, de alguma maneira, a forma e o

tamanho dos objetos.

3.1 APLICACOES

De modo simplificado, em matematica, uma fung¢ao é considerada como uma
regra que associa cada elemento de um conjunto A a um elemento de um con-

junto B, onde A e B sdo usualmente subconjuntos do conjunto de nimeros reais.



Exemplo 3.1: Se A é constituido do conjunto de nimeros reais X, e B é com-
posto por um conjunto de nimeros reais ndo negativos y, entdo y = x?repre-
senta uma funcio; isto é, para cada x € A, a regra y = x?associa um elemento
y € Bonde y é o quadrado de x.
Nesta secdo, serd introduzida uma terminologia adicional para o conceito
de fungdo. Esta terminologia é baseada em conceitos geométricos e favorece a

discussdo dos problemas tratados neste capitulo.

Defini¢ao 3.1: Uma aplica¢ao de valor singular T de um conjunto A em um
conjunto B, é uma regra que associa cada elemento a € A a um tnico elemento
b € B. O elemento b é chamado imagem de a sob a aplicacdo T e é denotado
por b = T(a).

Exemplo 3.2: Considere dois conjuntos, A = {mn} e B = {xy,z}. Seja T a regra
que associa m e n com X e z, respectivamente; entdo, T é uma aplica¢do de
valor singular de A em B tal que x = T(m) e z = T(n). Um diagrama desta apli-

cacdo é exibido na Figura 3.1.

A

FIGURA 3.1 - Aplicacao de valor singular

A Figura 3.2 ilustra uma situagdo que ndo pode ser descrita como uma
aplicacao de valor singular de A em B, pois nenhum elemento de A pode ter

mais que uma imagem.
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FIGURA 3.2 - Contraexemplo de aplicagao de valor singular

Definicao 3.2: Se T é uma aplicacao de valor singular de A em B, tal que todo
elemento de B é a imagem de algum elemento de A, entdo, T é uma aplicacio

de valor singular sobrejetora de A em B.

Exemplo 3.3: Considere dois conjuntos, A ={1,2,3} e B={a,b,c}. Seja T aregra
que associa a, b e c com 2, 1 e 3, respectivamente (Figura 3.3), entdo T é uma

aplicacao de valor singular sobrejetora de A em B.

Exemplo 3.4: Seja A = {1,2,3}, B = {m,n}, e T uma regra tal que T(1) = m,

T(2) = m, e T(3) = n (Figura 3.4). Note que, enquanto cada elemento de B é
imagem de algum elemento de A, m é imagem de 1 e 2 ao mesmo tempo. A

aplicagdo T é, apesar disso, uma aplicacdo de valor singular sobrejetora de
AemB.
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Entretanto, existe uma distin¢cdo entre as duas aplicacdes de valor singular
sobrejetoras ilustradas nas Figuras 3.3 e 3.4. A aplicagdo da Figura 3.3 é cha-
mada aplicacdo um a um de A sobre B e é um tipo especial de aplicacdo. Toda
aplicagdo um a um de A sobre B é uma aplicagdo de valor singular sobrejetora
de A em B, mas nem toda aplicagdo de valor singular sobrejetora de A em B é
uma aplicagdo um a um de A sobre B. A aplica¢do na Figura 3.4 ndo é uma apli-
cagdo um a um de A sobre B.

Se T é uma aplicagdo um a um de A sobre B, entdo cada elemento de B é a
imagem de exatamente um elemento de A. Portanto, é possivel definir uma apli-

cacdo inversa de B sobre A.

Definicao 3.3: Seja T uma aplicagdo um a um de A em B. A aplicacdo inversa
de B em A, denotada por T, associa a cada elemento b € B o elemento a € A,

que tem b como sua imagem sob T, isto é, T}(T(a)) = a para todo a € A.

ER 3.1: Sejam N o conjunto de inteiros, n € N e T uma aplicacdo de valor sin-
gular de N em N. Determine se T é uma aplicagio sobrejetorade N em N, onde,
(@A Tm)=n+1
(b) T(n)=2n+1
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Solucgao:

(a) T é uma aplicagdo de N sobre N, uma vez que cada inteiro é a inica ima-
gem de outro inteiro, uma unidade a menos. Além disso, T é uma aplicagdo um
aumde N sobre N, pois cada inteiro é aimagem de um, e apenas um inteiro.

(b) T ndo é uma aplicacao de N sobre N, pois nenhum inteiro par é aimagem
de outro inteiro sob a aplica¢do; isto é, 2n + 1, ndo pode ser par para qualquer

inteiro n.

ER 3.2: Seja T uma aplicagdo de valor singular de A em B onde A = {a,b} e

B = {x,y}. Defina as possiveis aplicacoes.

Solucao: Existem quatro possiveis aplicacoes T de A em B:
A B

(i) T(@)=xeT(b)=x (i) T(@Q)=xeT(b) =y
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(iii) T(a) =y e T(b) =x (iv) T@=yeT(b)=y

Note que as aplicagdes T, descritas em (ii) e (iii), sdo aplicaces um a um so-

brejetoras de A em B.

Algumas aplicagdes importantes do conjunto de pontos do plano serdo ilus-

tradas nas se¢des seguintes deste capitulo.

3.2 ROTACOES

Algumas vezes, é necessario ou desejavel, considerar uma aplicagao do con-
junto dos pontos de um plano nele mesmo, de modo a simplificar a analise de
um dado problema. Tal aplicacdo é chamada transformacdo ponto ou trans-

formacao do plano, o que pode ser formalizado conforme a defini¢do seguinte.
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Definicao 3.4: Uma transformaciao do plano é uma regra segundo a qual
cada ponto P no plano é transformado ou aplicado sobre um ponto P’ no mes-

mo plano.

Uma transformacdo do plano pode ser considerada como um movimento
de pontos no plano com respeito a posi¢cdo de seus respectivos pontos de ima-
gem. Cada transformacao do plano pode ser descrita algebricamente como um
conjunto de equagodes que relacionam as coordenadas cartesianas retangulares
de cada ponto no plano as coordenadas de sua imagem. Existem varios tipos de
transformagdes do plano, tais como rotacgoes, reflexdes, dilatacdes, expansdes,
cisalhamentos, projecdes e inversoes, dentre outras.

Nesta secdo e nas se¢des seguintes, algumas das mais importantes transfor-

macoes do plano sdo consideradas e representadas em forma matricial.

Exemplo 3.5: Considere uma rota¢ao do plano sobre a origem sob um angu-
lo 6, mantendo o mesmo sistema de referéncia de coordenadas cartesianas re-
tangulares. Seja P (x,y) qualquer ponto no plano, entdo, (x,y) =xi+yj, onde
i=(1,0) e j=(0,1) sdo vetores unitarios. Sob uma rotagio do plano sobre a
origem, cada ponto P é aplicado sobre o ponto P’: (x'y’) como na Figura 3.5.

Note que BPT/ PPT Entdo,
r uu r uu r uu r r
OP=xi+yj= ‘OP[cosq)H‘OP[send)] ‘OPchosq)l ‘OPLTsenq)],

€ uuur r r uur r uuur
0] —)Gdu+y j —‘OP ‘cos(9+ (I))l + PP Een(6+ (I))] .
:‘ OP’ (cosecosd)— senesend)) i +‘ OP’ (senecos¢+ cosesen¢) j
= (xcose— ysene) i+ (xsen9+ ycose) 2
Portanto,

x'=xcos6—ysend
y' = xsenb+ ycosO
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’ Pi(xy)

Y —
\4
>

FIGURA 3.5 - Rotacao do plano

A relacdo entre as coordenadas de cada ponto P e sua imagem P’ pode ser

representada na forma matricial como

(X_(cos8 ~sendyx (3.2)

v\ N

cos0 —sen@)

Definigao 3.5: A matriz [

e sl ) da transformacao rotagdo definida

por (3.2) é chamada matriz de rotacao. (3.3)

A matriz de rotacdo (3.3) pode ser considerada como um operador que leva
cada ponto (x,y) no plano sobre sua imagem

(xcosB- ysen6,xsen6+ ycos0)

onde o plano é rotacionado sobre a origem sob um angulo 6. Quando considera-
do como um operador, a matriz da forma (3.3) pode ser usada para representar,
descrever, ou caracterizar uma rotacdo do plano sobre a origem sob um angulo
0. Note que o determinante de toda matriz de rotagdo é igual a um. Além disso,
tanto os vetores linha quanto os vetores coluna de uma matriz de rotagio po-

dem ser considerados como um par de vetores unitarios ortogonais.
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ER 3.3: Determine as coordenadas da imagem do ponto P(5, xﬂ apds uma

rotagdo do plano sobre a origem sob um angulo de 302 (Figura 3.6).

YA (2V3,4)

Y
>

FIGURA 3.6 - Rotacao do plano em 30°

Solucao: O angulo de rotacdo é 6 = 302, cosO = \/3 esend = . Portanto, por
2
(3.3), a matriz de rotagdo para a transformagao do plano é

(3 1)

R
1 43
2 2

Assim, pela transformagao (3.2), aimagem (x',y’) do ponto P (5, \}'5_) é dada por:

(%) (B ﬁfs\ £ 3\
') l ’kJJ Lol

isto é, as coordenadas da imagem de P (5,£) sob uma rotagao do plano so-

bre a origem sob um angulo de 302 sdo (2 3,4).
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' = OCTAVE3.3 .
Utilizando a matriz de rotacdo indicada no ER 3.3, basta multiplica-la pelo ve-
| tor de coordenadas de interesse: |

' > R = [sqrt(3)/2,-1/2;1/2,sqrt(3)/2];
| > P = [5;s9rt(3)1];
i > R*p

ans =

3.4641
4.0000

Observe qued?é calculado por sqrt (3). O resultado exibido sdo as coorde-
i nadas de interesse, com 4 casas decimais.

ER 3.4: Determine a equacgdo satisfeita pelo conjunto dos pontos obtidos
pela rotacdo do plano sobre a origem sob um angulo de 452, da equagdo
X2 —2Xy +y2 — 2 — Zy/_=0 (Figura 3.7).

Ay
y=x

X2-2xy +y?-V2x -2y =0

Y
x

FIGURA 3.7 - Rotacdo de parabola em 45°
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Soluc¢do: Uma vez que o angulo de rotagdo é 6 =452, cos6 = ﬁ esenf = £ .0
2 2
ponto imagem (x’y’) de cada ponto (x,y) é dado pela equagdo matricial:

J2 2
(e 2P

2 2

Entdo,

Trocando x por ﬁx#fy' ey por — fX"*‘ fy' em
2 2 2 2
-2xy +y? —.2x— 2 =0, a equagio satisfeita pelo conjunto de pontos

imagens torna-se

RS wz\sz E, AN
QZ B INCHERS W S

fmfy fmfy
RGeS et Rk

Simplificando, y’ = (x)? isto é, y = X%, pois (x’,y’) sdo as coordenadas de cada

ponto imagem com referéncia ao eixo-xy.

Definicao 3.6: Um ponto é chamado ponto fixo sob uma transformagao do

plano, se ele é levado nele mesmo, ou seja, T(x,y) = (x,y).
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Note que, quando 6 # k3602, para qualquer inteiro k, a origem é o tnico
ponto fixo sob uma rota¢do do plano em torno da origem sob angulo 6, R(0) = L.
Quando 6 = k.3609 para algum inteiro k, todo ponto do plano é um ponto fixo, e

a matriz de rotacdo (3.3) é igual a matriz identidade de ordem 2.
Definicao 3.7: Uma rotacdo do plano sobre a origem representada por uma
matriz identidade é chamada transformacao identidade.
Ocasionalmente é necessario aplicar uma transformacao do plano sobre outra.
Definicao 3.8: Se T1 e T, sdo matrizes que representam transformacoes, en-

tdo a transformacado produto, denotada por T, T, é a aplicacdo de T1 seguida

pela aplicacao de T, e é definida como

o)

A rotacdo do plano em torno da origem sob um angulo 6 é uma aplicacio
um-pra-um do conjunto dos pontos do plano nele mesmo. Portanto, existe uma
transformacdo inversa para cada rota¢io. Considere uma rotacdo do plano em

torno da origem sob um dngulo (-6). Conforme (3.3), a matriz de rotacdo desta

?< W) s %)\l

transformacao é

isto é,

I/—sene | (3.5)

uma vez que cos(-0) = cosb e sen(-0) = -sen0. Entdo, como

cos®  send Y cosOd —sen6\| 41 0\|
—sen0 cos@ sen@ cosO =0 1,

AN,
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uma rotac¢ao do plano em torno da origem sob um angulo (-6) é a transforma-

¢do inversa de uma rotag¢do do plano em torno da origem sob um angulo 6.

3.3 REFLEXOES, DILATACOES E EXPANSOES

Nesta sec¢do, alguns tipos adicionais de transformag¢des do plano sio apre-

sentados. Considere as transformacdes do plano representadas pelas matrizes

-1.0) (1 _M. (3.6)
b

Estas matrizes levam cada ponto (x,y) do plano nos pontos (-x,y) e (x,-y),

respectivamente.
Defini¢ao 3.9: As aplicagdes um a um do plano nele mesmo, representadas
pelas matrizes (3.6), sio chamadas reflexdes do plano.

Cada ponto do plano é levado em seu “simétrico” com respeito a um dos

eixos coordenados pelas matrizes de reflexao (3.6). Note que sob a reflexao

-1 0
0 1
os pontos do eixo-y sdo pontos fixos, e sob a reflexdo descrita por

(1 0]
Co

descrita por

os pontos do eixo-x sao fixos.

Outro par de matrizes que representam reflexdes do plano é dado por

0 1) (0 1y (3.7)
AL
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0
A matriz | 10 leva cada ponto (x,y) sobre (y,x); isto é, cada ponto do pla-

_1\

no é levado em seu simétrico com respeito a reta y = x. A matriz | 1 0 J leva

cada ponto (x,y) sobre (-y, -x); isto é, cada ponto do plano é levado em seu si-

métrico com respeito aretay = -x.
Quanto as matrizes de reflexdo dadas por (3.6) e (3.7), tém-se:*

¢ oproduto entre quaisquer duas destas matrizes € uma matriz de rotac¢ao;

¢ odeterminante de cada uma destas matrizes é igual a -1.

Além disso, o produto entre quaisquer duas reflexdes do plano, no que se
refere a intersecdo de retas que passam pela origem, é uma rotagio do plano
sobre a origem.

As matrizes de reflexdo de (3.7) podem ser consideradas como produto das

matrizes de reflexdo de (3.6) e das matrizes de rotacdo da forma (3.3).

Exemplo 3.6:

(0 1) rﬁ —ﬁwh 0\|(£ ﬁ\

\1 0)|=’|ﬁ 2 \Ko —1J’|_4ﬂg 3&\ (38)
L2 2 ) L2 2)

(o _1\_f£ AT o\'(ﬁ = .

(1 oj_l_vz N Lo _U‘||3§ 7 ‘ '
L 2

2 ) (2 2 )

Existem matrizes de reflexdo diferentes daquelas de (3.6) e (3.7), as quais,
levando cada ponto do plano em seu simétrico, com respeito a uma reta r, sao
iguais a

1 Sugestdo: verifique isto como exercicio.
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T-1RT, (3.10)

onde T é uma matriz de transformacdo que leva aretar sobre o eixo-x, e R é uma
matriz que representa a reflexdo do plano com respeito ao eixo-x (Figura 3.8).

Em (3.8) e (3.9), a transformacdo (3.10) foi utilizada para expressar as ma-
trizes que representam reflexdes do plano com respeito asretasy =x e y = X,
respectivamente. Em (3.8), T € uma matriz que representa uma rotacdo do plano
sobre a origem sob um angulo 6 = -452, e em (3.9), T é uma matriz que represen-

ta uma rotacdo do plano sobre a origem sob um angulo 0 = 452,

y A r Yy A Yy A Yy A r
p”
” .""
» P p
r *
0 X 0 X 0 rox 0 X
P’
ap6s a transformacgao ap6s a transformacgao ap6s a transformacio
representada por T representada por R representada por T

FIGURA 3.8 - Sequéncia de transformacdes no plano

Se T é uma matriz de transformacdo que leva a reta r sobre o eixo-y, entdo,
em (3.10), R é a matriz que representa uma reflexdo do plano com respeito ao

eixo-y. Outra aplicacdo de (3.10) é considerada a seguir.
ER 3.5: Determine a matriz de reflexdo F que leva cada ponto (x,y) do plano

sobre seu simétrico no que se refere aretay = /3 x. Determine a imagem do

ponto P (3_,1) sob a reflexdo do plano representado por F (Figura 3.9).
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y A Y:@X
P’ (0,2) #._
—+ e P (V31)
! >
O X

FIGURA 3.9 - Reflexao de ponto

Solucgdo: Uma rotagdo do plano sobre a origem sob um angulo 6 = 302 leva a

reta y = 3x sobre o eixo-y. Tal rotagdo do plano pode ser representada pela

matriz
1 1
T=|(_\/2§ _2\‘|, cujainversaé T |_\/2§ z W|
LT
2 2 J 2 2

A matriz R que representa uma reflexdao do plano com respeito ao eixo-y é
(-1 0
( 0 1)

Portanto, conforme (3.10), a matriz de reflexao F que leva cada ponto (x,y) do

plano em seu simétrico com respeito aretay = \/3 x é dada por

(g |\H 0\||(£ ;)'

0 1 3
LZUQJ kz 727)

1
2

1

2

F=TRT =

isto €,

N——
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A imagem do ponto P, (\/5 ,1) sob a reflexdao do plano representado por F, é
P’(0,2), pois

3 ﬂ(ﬁ\ (o)
L\/3 BEUAT
=z

S OCTAVE 3.5

Definimos a matriz T, calculamos a sua inversa T, e entramos com a matriz de
reflexdo, R, em relacdo ao eixo-y. Calculamos a matriz de transformacéo F = T'RT,
e finalmente aplicamos a coordenada de interesse:

> T = [sqrt(3)/2,-1/2;1/2,sqrt(3) /2]
> T inv = inv (T);

>R = [-1,0;0,1];

> F = T inv*R*T;

> F*[sqrt(3);1]

ans =

3.3307e-016
2.0000e+000

Observe que, por consequéncia da aproximacao dos calculos efetuados no com-
putador, o resultado é dado em notacéo cientifica, e as coordenadas parecem estra-
nhas. Porém, considerando o resultado 3.3307e-016 = 0.000000000003307
Como zero, e 2.0000e+000 como 2, temos exatamente as coordenadas (0,2) en-
. contradas previamente.

Outra classe importante de transformacodes do plano pode ser representa-

londe k > 0. O efeito desta

da pelas matrizes escalares de ordem dois (0 k')
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transformacao é levar cada ponto P do plano sobre um ponto P’ no plano, tal
que OP'=KkOP'.
Se k > 1, a matriz representa um “alongamento uniforme” do plano, e se

0 <k <1, a matriz representa uma “compressao uniforme” do plano.

Definicao 3.10: Uma transformagdo do plano representada por uma matriz

0
(l(() k} ¢é chamada dilataciao do plano (k > 0).

As transformacdes representadas pelas matrizes diagonais de ordem dois
ds

Lo q,
tacdes do plano. Muitas figuras geométricas planas sdo distorcidas sob estas

J, onde d; > 0 e d2 > 0, estdo intimamente relacionadas com as dila-

transformagdes.

Definicao 3.11: Uma transformagdo do plano representada por uma matriz
do tipo [dl 0 J e chamada expanséo do plano (d >0ed > 0).
0 d,

O conjunto de dilatacdes do plano é um subconjunto do conjunto de expan-
sdes do plano. Note que uma expansao do plano é uma aplicacdo um a um do

conjunto de pontos do plano nele mesmo.

ER 3.6: Determine o efeito da dilatacdo do plano representada por (4 0)
0 4

sobrearetay = 3x + 2.

Solucgao: Sob a dilatagdo do plano, cada ponto (x,y) no plano é levado a (x,y’),

G

onde
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Portanto,

o 2ol
mo ; JM-

Istoé,x= " x'ey= "~ y.Portanto, sob a dada dilatacao do plano, aretay = 3x

+ 2 é levada sobre areta y’ = 3x’ + 8; isto é, y = 3x + 8. Note que a imagem da

reta dada é uma reta com a mesma inclinacgio.

(1 0
ER 3.7: Determine o efeito da expansao do plano representada por L J
2 2 0 3

sobre a elipse %+ yT =1 (Figura 3.10).

FIGURA 3.10 - Expansao sobre elipse

Solugao: Sob a expansao do plano, cada ponto (x,y) do plano é levado sobre

45 %)

o ponto (x’,y’) onde

Portanto,
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(x) (1 Ol

= b

W) {0 5/
%y’. Assim, sob a expansdo do plano representada por
(1 0) x2 y? (x) ()

,aelipse —+—=1 é observada no circulo +——=1; isto é,
0 3 9 1 9

istoé,x=xey=

x2+y?=0.

3.4 OUTRAS TRANSFORMACOES

As transformacdes do plano discutidas até aqui sdo exemplos de aplicagdes
um a um do plano nele mesmo. Os exemplos seguintes sdo apresentados para
considerar algumas transformacdes interessantes do plano, duas das quais nao

sdo aplicagdes um a um.

ER 3.8: A transformacdo do plano representada por uma matriz da forma

k
G) J é chamada cisalhamento paralelo ao eixo-x. Determine o efeito

1 3
do cisalhamento (Figura 3.11) paralelo ao eixo—x representado por |{0 J

sobre o retangulo com vértices em (0,0), (2,0), (2,1) e (0,1).

Y A
(0,1) O e
=77 (31) (51)
/,—"/ /x”/ X
o (2,0)

FIGURA 3.11 - Cisalhamento paralelo ao eixo-x
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1 3)

e 9

cada ponto (x,0) é um ponto fixo; isto é, cada ponto do eixo-x é levado nele

Solugao: Sob o cisalhamento paralelo ao eixo—x, representado por

mesmo. Portanto, o segmento de reta com extremidades (0,0) e (2,0) é levado
nele mesmo. Cada ponto (x,1) é levado num ponto de coordenadas (x+3,1); isto
é,cada ponto naretay =1 é levado num ponto da reta posicionada 3 unidades
a direita. Portanto, o segmento de reta com extremidades (0,1) e (2,1) é levado
sobre o segmento com extremidades (3,1) e (5,1). Cada ponto (0,y) é levado no
ponto de coordenadas (3y,y); isto é, cada ponto no eixo-y é levado sobre a reta
3y = x. Como resultado, o segmento com extremidades (0,0) e (0,1) é levado
no segmento de reta com extremidades (0,0) e (3,1). Cada ponto (2,y) é levado
sobre o ponto de coordenadas (2+3y,y); isto é, cada ponto nareta x = 2 é levado
sobre um ponto dareta 2 + 3y = x. O resultado é que o segmento com extremi-
dades (2,0) e (2,1) é levado sobre o segmento de reta com extremidades (2,0) e
(5,1). Portanto, o retangulo é levado no paralelogramo de vértices (0,0), (2,0),
(51)e(3,1).

ER 3.9: Determine o efeito da transformacao do plano representada por [1 O) .
0 0

Solugao: Sob esta transformacao, cada ponto (x,y) é levado sobre um ponto

de coordenadas (x,0). A matriz representa uma projecao vertical dos pontos

do plano sobre o eixo-x. A transformacdo representada por é um
o o)

exemplo de uma aplicacdo sobre pontos do plano, mas nao sobre ele todo.

ER 3.10: Determine o efeito da transforma¢ado do plano representada por g 0) .
1 0

Solucgdo: Sob esta transformacdo, cada ponto (x,y) é levado num ponto de

coordenadas (x,X). A matriz representa uma projeg?f d(c))\plano sobre a reta

¢ g

aplicacao do conjunto de pontos do plano, mas ndo nele todo.

y = X. A transformacao do plano representada por é um exemplo de
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As transformacodes do plano representado pelas matrizes do ER 3.9 e do

3.10 sdo chamadas projecdes do plano. Existem outras projecoes do plano.

3.5 TRANSFORMAGOES LINEARES HOMOGENEAS

As transformacdes do plano que foram discutidas até aqui sdo exemplos de
uma classe geral de transformag¢des chamadas transformacdes do plano line-

ares homogéneas.

Definicao 3.12: As transformacoes do plano lineares homogéneas sao aque-

las expressas na forma matricial:
x\ (a b)x
NS . 3.11
(yJ (C d}{y) G0

Assim, sob uma transformacao linear homogénea do plano, cada ponto (x,y)

é levado sobre sua imagem (x’,y’) onde

(3.12)

x'=ax+by
y'=cx+dy

(a
Definicao 3.13: Se a matriz L

J da transformacgao é ndo singular, a trans-
c

formacao definida por (3.11) é chamada transformacido homogénea linear

nao singular do plano.

Por exemplo, rotagdes do plano sobre a origem, reflexdes do plano com res-
peito a uma reta pela origem, dilata¢des do plano, expansdes do plano, e cisa-
lhamentos paralelos aos eixos coordenados sio transformacées homogéneas
lineares ndo singulares do plano. As projecdes do plano consideradas na Seg¢do

3.4 sdo transformagdes homogéneas do plano que sdo nio singulares.
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Teorema 3.1: Toda transformagdo homogénea linear néo singular do plano é

uma aplicagdo um a um do conjunto de pontos do plano nele mesmo.

(X'\ZT(X\.

)

Prova: Seja T uma matriz nao singular de ordem 2. Considere

Entdo, uma vez que T existe,

isto é, dado qualquer ponto P’: (x’,y’), é possivel encontrar o ponto P (x,y) tal
que P’ é a imagem de P sob a transformacdo representada por T. Portanto,
cada ponto do plano é imagem de algum ponto do plano sob a transformacao
representada por T, e T representa uma aplicacdo do conjunto de pontos do
plano sobre ele mesmo.

Sejam A: (x,,y,) e B: (x,y,) quaisquer dois pontos do plano que tém a mes-

ma imagem sob a transformacao representada por T; isto €, sejam

(x'\_ X1 ) (X _T(xz\
L'J T(J [J LZJ

Entao,
fol\ o X2
) 1)
g K1) (%0

() (%)

Uma vez que A e B sdo pontos idénticos se eles tém a mesma imagem, T re-

presenta uma aplicagdo um a um do conjunto de pontos do plano nele mesmo.

Um dos propésitos da discussio de reflexdes do plano com respeito a uma
reta pela origem, expansoes do plano, e cisalhamentos paralelos aos eixos coor-

denados pode ser notado no seguinte importante e interessante teorema.
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Teorema 3.2: Toda transformagdo homogénea linear ndo singular do plano é
o produto de uma reflexdo do plano com respeito a reta y = x, uma expansdo do

plano, e um cisalhamento paralelo a um eixo de coordenadas.

Prova: Do estudo da Secdo 2.4 sobre transf{orm%%()es elementares sobre li-
a

nhas, decorre que toda matriz nao singular pode ser expressa como

- )
lzllél’l pﬂ; duto de matrizes de transformagdes elementares sobre linhas; isto €,
é um produto de matrizes da forma
- )

0 q(k 0“1 0) (1 k) (1 0)
1 n) |kn 1) \n l;lj |kn 1)' LI» 1J (313)
A primeira matriz de (3.13) representa reflexdes do plano com respeito a reta
y = X; a segunda e a terceira matrizes representam expansoes do plano; e a

quarta e a quinta matrizes representam cisalhamentos paralelos aos eixos
coordenados.

3.6 MATRIZES ORTOGONAIS

Considere uma matriz quadradareal A paraa qual AAT = [. Entdo, AT é ainver-
sa a direita de uma matriz ortogonal A e, uma vez que A é uma matriz quadrada,

suas matrizes inversas a esquerda e a direita sdo iguais. Portanto, ATA = 1. Além
disso, AT=A"

Defini¢ao 3.14: Uma matriz é ortogonal se, e somente se, sua transposta e

sua inversa sdo iguais, ou seja, AT=A".

A partir desta defini¢cdo, podem ser facilmente verificadas as proposicdes
seguintes:
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Proposicdo 3.1: Se A é uma matriz ortogonal, sua inversa (transposta) é uma

matriz ortogonal.

| Prova: (A1)(A))" = (AT)(A)T = ATA= I

Proposicdo 3.2: Se duas matrizes A e B sdo matrizes ortogonais, seu produto

é uma matriz ortogonal.

| Prova: (AB)" = B'A" = B1A" = (AB)".

Proposicdo 3.3: Se A é uma matriz ortogonal, o determinante de A é igual a
lou-1.

Prova: Tém-se det AAT = det A detA" = det A det A =1, e entdo det A = +1.

Definicao 3.18: Se detA = 1, a matriz ortogonal A é chamada matriz ortogo-
nal propria, e se detA = -1, a matriz ortogonal A é chamada matriz ortogo-

nal improépria.

As matrizes de transformagio que representam rotacoes do plano sobre a ori-
gem sdo exemplos de matrizes ortogonais préprias e as reflexdes do plano com

respeito a uma reta pela origem sdo exemplos de matrizes ortogonais improprias.

ER 3.11: Verifique que a matriz A é uma matriz ortogonal prépria onde

(12 5
A=| 13 13
_s 12

13 13
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Solucgao:
(12 5)(12 5)
3 T3bl13 13, (10
aro| B BB D) i
| 5 1205 12,10 1
k 13 13J\13 13J

Portanto, como AA™ = |, entdo A é uma matriz ortogonal. Além disso, detA = 1.

Portanto, A é uma matriz ortogonal prépria.

| 2 OCTAVE3.11
Definimos a matriz A, calculamos a sua transposta (TA) e guardamos o produ-
to destas na variavel P. Na sequéncia, calculamos o determinante de P:

> A = [12/13,5/13;-5/13,12/131;
> TA = A",

> P = A*TA

P

1.00000 0.00000
0.00000 1.00000
> det (P)
ans = 1.0000

Desta forma, ao encontrar o valor do determinante igual a 1, concluimos que
i A é ortogonal propria.

Uma vez que as matrizes que representam rotagdes do plano sobre a ori-
gem e reflexdes do plano com respeito a uma reta pela origem, sdo matrizes
ortogonais, é possivel apresentar uma prova consistente de que o produto
escalar de dois vetores no plano é um escalar invariante sob estas transfor-
magdes. Isto é, se a'=a,'i+a,'j € b'=bi'i+b:'j sdo as imagens dos vetores
a=a,i+a,j e b=b,i+b,j, respectivamente, sob uma rotagdo do plano sobre
a origem ou sob uma reflexdo do plano com respeito a uma reta pela origem,
entdo a,b, +a,b, =a,’b,’ +a,’b,". Seja R uma matriz de rotacdo ou uma matriz

de reflexao.
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Entao,

Analogamente,
T

R(b, b,) =(b," b,")".

Entdo, multiplicando termo a termo, obtém-se:
(a a )RTR(b b )T :(a "a ')(b "'b ')T.
1 2 1 2 1 1 2

2

Assim, como R é uma matriz ortogonal, R'R = 1. Portanto,
(a a)b b)=(a’a)b by
1 2 1 2 1 2 1 2

_ y » » ’
a,b,+ab,=a’b’+a’b,.

Ja que os valores dos segmentos de reta, distancias, e a medida de angulos
podem ser expressos em termos de produtos escalares de dois vetores, segue
imediatamente que estas propriedades sdo invariantes sob rota¢des do plano

sobre a origem e sob reflexdes do plano com respeito a retas pela origem.

ER 3.12: Verifique que o produto escalar dos vetores a=2i+j e b=3i—j éum

escalar invariante sob uma rotacdo do plano sobre a origem representada por

3 4
5 5

4 37
5 5

Solucdo: Sob a rotagdo dada, a'=a;'i+az'j onde

3
.
) 4

- L_E 5 J
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Analogamente, b'=b, 'i+b,'j onde

|(3
|(b1\ I s si(a\ [y

\)LSSJ\)\)

Entdo, a.b = (2)(3) + (1)(—1) =5eab' = (2)(1) + (—1)(—3) = 5. Portanto, o

produto escalar a.b é um escalar invariante sob a rotacdo do plano sobre a

origem, representado por

(3 4)

3

5
4
5

ul w Ul

OCTAVE 3.12

O produto escalar entre dois vetores é determinado pelo comando dot. Os
vetores no OCTAVE sédo considerados matrizes coluna. Assim, definindo os vetores
aeb, o produto escalar destes é guardado na variavel ¢, como segue:

> a = [2;1];

> Db = [3;-1];
> ¢ = dot(a,b)
c =5

Agora, definida a matriz de rotacdo R, e os vetores a e b, uma vez rotacionados,
sdo guardados, respectivamente, em ar e br. Finalmente € verificado o produto
escalar entre ar e br:

> R = [3/5,4/5;-4/5,3/5]1;
> ar = R*a;

> br = R*b;
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> cr = dot(ar,br)

cr =5

Note que mesmo apéds a rotagdo, o produto vetorial continua o0 mesmo
(c=cr=5).

3.7 TRANSLACOES

O conjunto de transformacoes lineares homogéneas do plano discutidas na
sec¢do 3.5 é um subconjunto do conjunto de transformacdes lineares gerais do

plano. Toda transformacao linear geral do plano pode ser descrita pelas equacgdes
{x’ =ax+by+e

y'=cx+dy +f (314)

onde (x',y’) é aimagem do ponto (x,y). Nao é possivel expressar uma transfor-
macao linear geral do plano descrita por (3.14) na forma de matriz em que a
matriz da transformacdo seja uma matriz quadrada de ordem 2. Para expressar
(3.14) numa forma matricial, serd necessario considerar o uso de coordenadas

cartesianas retangulares homogéneas.

Defini¢ao 3.18: Num plano Euclidiano coordenado, as coordenadas homo-
géneas de um ponto com coordenadas nao homogéneas (x,y) sdo quaisquer

escalares ordenados (x,,X,,X,) onde x,# 0 e para os quais X = X, /X,, e y = X, /X,.

Exemplo 3.7: O ponto do plano com coordenadas ndo homogéneas (1,-3)
pode ser representado por um conjunto infinito de coordenadas homogéneas
da forma (k,-3k,k) onde k € um ntimero real ndo nulo. Um conjunto de coorde-
nadas homogéneas para o ponto (x,y) é sempre da forma (x,y,1); todos os ou-
{ros conjuntos de coordenadas homogéneas sio da forma (kx ky,k) onde k= 0.
Em geral, é o contexto de uma discussdo que indicara se coordenadas homo-

géneas ou ndo homogéneas estdo sendo consideradas.
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Agora, uma transformacio linear geral do plano, descrita por (3.14), pode

ser expressa em forma matricial como

|(X'\ (a b e\”(ﬂ

e

onde (x’,y’,1) sdo as coordenadas homogéneas da imagem do ponto com coorde-

: (3.15)

nadas homogéneas (x,y,1).

Note que toda transformagdo linear homogénea do plano pode ser expressa

R e
oo l) |

Por exemplo, uma rotacdo do plano sobre a origem sob um angulo 6 pode

na forma matricial

Ser expressa como

|(x'\| |(cose —send OW(X\
| y' |= | Sene COSO 0 ” y ||
1o o 1l
L)\ N

A equacgdo matricial (3.16) representa as duas equacdes (3.12), que definem
uma transformacao linear homogénea do plano, e uma terceira equacio trivial,
1 =1, que ndo impde quaisquer condi¢cdes na relagdo entre as coordenadas de

um ponto e sua imagem.

Defini¢ao 3.19: Uma transformacdo do plano onde cada ponto do plano é
levado sobre um ponto fixado a uma distancia xo paralela ao eixo-x e a uma
distancia yo paralela ao eixo-y (Figura 3.12) é chamada translac¢io do plano

e é definida pelas equacdes:

X'=X+Xo
; (3.17)
Yy=yYtY,

onde (x’,y’) é aimagem do ponto (x,y).
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(xX+X,,y+Y,)

(xy)

FIGURA 3.12 - Translacao do plano

Uma translacdo do plano pode ser expressa na forma matricial como

(lx\| (|1 0 X )x)

1501 yoly ( (3.18)
i) 1o 0 1 )1)
onde (x’,y’,1) sdo as coordenadas homogéneas da imagem do ponto com coorde-

nadas homogéneas (x,y,1).

Defini¢cao 3.20: A matriz

1 0 X0
01y, (3.19)
00 1

da transformacgao de translacdo definida por (3.18) é chamada matriz de

translacao.

Toda matriz que representa uma translacido do plano é da forma (3.19).
Note que o determinante de toda matriz de translagio é igual a 1.

Uma translagido do plano é uma aplicagdo um a um do conjunto de pontos
do plano nele mesmo. Além disso, ndo existem pontos fixados sob a translacdo
(3.18) quando x¢ e yo ndo sdo ambos nulos; isto é, cada ponto é levado sobre

outro ponto. Quando Xo = yo = 0, todo ponto do plano é um ponto fixado.
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ER 3.13: Determine as coordenadas da imagem de P (3,2) sob uma translacao

do plano que leva a origem sobre (4,-1).

Solugao: A translacdo dada do plano pode ser descrita pela equagdo matricial

x' 1 o 4)()
Ly
1
L J t )
(4\ (1 0 (0\
umavezqueL J LO 1 J{OJ Portanto, a imagem de P (3,2) é o ponto
1 1

P’: (x’y’) onde

x) (1 0 4)(3) (7
(X fs 9
oo L))
isto é, P’: (7,1) é aimagem do ponto P (3,2) sob a transla¢ao do plano que leva

a origem sobre (4,-1).

E OCTAVE3.13 ;
i Uma vez definida a matriz de translagdo, multiplica-se diretamente pelo vetor |
| de interesse e encontram-se as novas coordenadas:

>T=1[1,0,4;0,1,-1;0,0,17;
> v = [3;2;1];
> T*v
ans =

7

1

1 '
Entdo, o vetor (3,2) é levado no vetor (7,1), por meio da translagdo considerada.
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ER 3.14: Determine a equagdo satisfeita pelo conjunto das imagens de x*+ y? +

+4x + 6y + 9 = 0 sob a transla¢do do plano representado por

1 0 2
01 3;.

00 1)

Solucao: Sob a translacdo dada, cada ponto (x,y) é levado sobre o ponto (x + 2,
y + 3). Portanto, se x é trocado por x - 2 e y por y-3 em x2+ y?+ 4x + 6y + 9 = 0,
a equacao satisfeita pelo conjunto dos pontos imagem torna-se

(x—2)" +(y-3) +4(x-2)+6(y-3)+9=0

X2 —4x+4+y2-6y+9+4x-8+6y-18+9=0

X2 +y2=4;
isto é, um circulo com centro em (-2,-3) e raio 2 unidades é levado sobre um

circulo com centro na origem e raio 2 unidades (Figura 3.13).

Ay

Pp % 2 4y2=
. Xty 4

- ~

('2"3)

FIGURA 3.13 - Translacao de circunferéncia

ER 3.15: Mostre que aimagem do ponto P (x,y) sob uma rotag¢ao do plano so-
bre a origem, seguida de uma translagdo do plano, geralmente ndo é aimagem

do ponto sob as mesmas transformagoes consideradas em ordem reversa.
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Solug¢ao: As matrizes que representam uma rota¢do do plano sobre a origem

e uma translacdo do plano sio, respectivamente, das formas

6 —senb 0 1 0
'(Efiie cost o] e |(0 | ?‘ﬁ

| |
K0 0 1) \001)

se elas sdo consideradas operar sobre o ponto P com coordenadas expressas
na forma homogénea. Entdo, as coordenadas da imagem de P sob uma rota-

¢do seguida por uma translacdo sdo expressas por
qx \| (1 0 xo \ﬂcose —sen0 0\|(x\| ((xcosO— ysenf+ xo A

yi=0 1 A sen® cosO 0| y 17 xsenf— ycose+y
1 nn 1 0 n il | 1 J
S loe 7l o {

isto é, (x,y) é levado sobre (xcosO— ysenf+ xo ,xsenb— ycos0+ yo ) .
As coordenadas da imagem de P, sob as mesmas transformacoes conside-

radas em ordem reversa, sdo expressas por
(|x\| (cose —senf 0 ( 0 Xo Yx) ( xcosB— ysend+ X cosO—y osen9\|

y sen cosO 0| 01 Y, xsen9+ycose+x sen9+y cos0O
I )

isto é, (x,y) é levado sobre
(xcosB- ysen0+ xo cosO- yosen6,xsenf+ ycos0+ xosend+ yo coso)
Em geral, os pontos (xcosG— ysenf+ xo ,xsenf— ycos0+ yo )
e (xcose— ysenb+ xo cosO— yosen6,xsen6+ ycosO+ xosenb+ yo cose) ndo sdo

0S mesSmos.

ER 3.16: Use os resultados do ER 15 para determinar a imagem do ponto P
(-5,2) sob uma rotag¢ao do plano sobre a origem sob um angulo de 902, segui-

do por uma translag¢ao do plano que leva a origem sobre (2,3).

Solugdo: Sob transformacgées tomadas nesta ordem, a imagem de cada ponto

(xy)e
(xcos0- ysenb+ xo ,xsenb— ycos0+ yo ) -

Uma vez que 6 =902, x0 = 2, yo = 3, x = -5 e y = 2, a imagem de P (-5,2) é (0,-2).
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3.8 TRANSFORMACOES DE MOVIMENTO RiGIDO

Nas sec¢oes 3.2 e 3.3, foram consideradas rotagdes do plano sobre a origem
e reflexdes do plano com respeito a uma reta pela origem. Por meio da trans-
lacdo e de uma generalizacdo do conceito expresso pela expressao (3.10) da
Secdo 3.3, é possivel, agora, considerar rotagdes do plano sobre qualquer ponto
do plano e reflexdes do plano com respeito a qualquer reta no plano. Os trés
exemplos seguintes ilustram o procedimento para se determinar matrizes que

representam tais transformacgdes.

ER 3.17: Determine a matriz ‘R que representa uma rotacdo do plano sobre
o ponto (1,1,1) sob um angulo de 452. Determine a imagem da origem sob a

rotagdo do plano (Figura 3.14).
M \

(1,1,1)

______________’

> X

(1,1-v2,1)

FIGURA 3.14 - Rotacao do plano sobre ponto

Solucao: A translagio do plano que leva o ponto (1,1,1) sobre a origem é re-

presentada pela matriz

1 0 -1) (1 0 1)
T= 01-1 ,c‘ujainversaéT'1=|0|1 1|. ‘
0 0 1 0 0 1

\ ) N )
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(J2/2 —y2/2 0\|
AmatrizR=|.2/2 2/2 0 | |representa uma rotagao do plano sobre a
L 0 0 1J
origem sob um angulo 6 = 452. Portanto, pela generalizacdo do conceito ex-
presso pela expressdo (3.10) da Sec¢do 3.3, a matriz ‘R que representa uma

rotacdo do plano sobre o ponto (1,1,1) sob um angulo de 452 é dada por
10 1({/2 272 0l (1

N P K
( 22 24 (1)\(0 1 _1J

R =
LOOl 0 0 1

isto é,
( 272 -p2/2 1 )
V272 y2/2 12 \
L 0 0 1 J
A imagem da origem sob a rotagdo representada por R é (1,1— \Z,_l) , pois

(Jz/z ~2/2 1 \(o\ (1)
|f/2«f/21f2|’=:fi
)

{ IS

E OCTAVE3.17
Aqui, o software auxilia na multiplicacdo das matrizes. Basta defini-las, efetuar
0 produto diretamente e aplicar a matriz resultante as coordenadas consideradas:

> r2 = sqgrt(2);
=[1,0,1;0,1,1;0,0,11*[r2/2,-r2/2,0; v/2,v2/2,0;0,0,11*[1,0,-1;
0,1,-1;0,0,11;
> origem = [0;0;1];

> R*origem
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ans =
1.00000
-0.41421
1.00000

Para simplificar a entrada da matriz da transformacdao, inicialmente definiu-se
r2 como a raiz quadrada de 2 (r2=sqrt(2)). Note que a ordenada do vetor resul-
tante é dada diretamente como um nimero natural (-0,41421) correspondente
al-sqrt(2):

> 1 - sqgrt(2)
ans = —-0.41421

ER 3.18: Determine a reflexdo da matriz F que leva cada ponto (x,y,1) do pla-

no sobre sua imagem com respeito a retay = 2.

Solucio: A translacdo do plano que leva a reta y = 2 sobre 0 eixo-X é represen-
|( 10 0 |\ |( 10 0)
tado pela matriz T = ‘0 1 -2 ( cuja inversa é T = |0 1 2 ‘ A matriz R =

(1 0 0) 00 1 0 01
o\ ) \ )
=70 -1 0|| representa uma reflexdo com respeito ao eixo-x. Portanto, por
\0 0 1 )

(3.10), a matriz de reflexdo F que leva cada ponto (x,y,1) do plano sobre sua ima-

gem espelho, com respeito a reta y = 2, é dada como

coopnaED 0

F=T'1RT:‘0 1 2” -1 0|||0 1 ’
oo 1'to o 110 0 1
\ JAN J\ )
1 0 0)
queéF=10 -1 4|‘.
0 0 1
N )
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| 2 OCTAVE3.18 |
. A determinacdo da matriz F ¢ realizada, definindo-se as matrizes T e R, calcu-
 lando a inversa de T e definindo F = inv(T)*R*T:

>T=1[1,0,0;0,1,-2;0,0,1];
rR=1[1,0,0;0,-1,0;0,0,11;
> F = inv (T) *R*T

> F =
1 0 0
0 -1 4
0 0 1

ER 3.19: Determine a matriz de reflexao F que leva cada ponto (x,y,1) do pla-

no sobre sua imagem espelho com respeito aretax-y + 2 = 0.

(10 2)
Soluc¢ao: Uma translagdo do plano representada pela matriz || 010 'leva
0 0 1
\ )
aretax -y + 2 =0 sobre aretax - y = 0; uma rotacio sobre a origem sob um
( 12/2 /2 0)
R

angulo de (-459), representada pela matriz || -J2/2 J2/2 0 ||, leva areta
L 0 0 1J
X - y = 0 sobre o eixo-x. Portanto, a transformacido produto que leva a reta
X -y + 2 = 0 sobre o eixo-x é representada pela matriz
(2 iz 0102 [p2 22 2|
T= _\/,2/2 \/2/2 0, 01 0:|_\/Z/2 \/2/2 —J,
{0 0 1JL001J|L0 0 1J

cujainversa é

(o 2fiE2 -F2 o) (g2 - g2 2
ol o M
K J | |
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1 0 0)
A matriz R = | 0 -1 0 representa a reflexdo do plano com respeito ao

|
0 0 1

eixo-x. Portanto, por (3.10), a matriz de reflexdo F, que leva cada ponto (x,y,1)

sobre sua imagem espelho com respeito aretax -y + 2 = 0, é dada como

(j2/2 -2/2 2)(1 0 ol j2/2 f2/2 ﬁ\l
F=T'RT=|~2/2 2/2 0 [0 -1 OJ —J%/z ﬁo/z _\1/Z|J;

01 —z\l
0 0 1
\ y

Note que sob a transformacao representada por F, todo ponto da reta
X -y + 2 =0 é um ponto fixo; isto &,

BTN

x+2!=11 0 2
e ol ]
| OCTAVE3.19

i Deforma anéloga, definem-se as matrizes T e R. Dai, F é calculada diretamente |
i por F =inv(T)*R*T:

> r2 = sqrt(2);
> T = [r2/2 r2/2 0;-r2/2,r2/2,0;0,0,11*[1 0 2;0 1 0;0 0 171;

>R=1(1,0,0;0,-1,0;0,0,11;
> F = inv(T) *R*T
> F =

0 1 -2

1 0 2

0 0 1
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Mais uma vez, a definicdo r2 = sqrt(2) simplifica a entrada dos elementos da
matriz, quando se tem raiz quadrada de 2.

Definicao 3.21: O conjunto de rotacées do plano sobre um ponto, reflexdes
do plano com respeito a uma reta, e translacdes do plano é chamado conjunto
de transformacoes de movimento rigido porque a distancia entre quais-

quer dois pontos do plano é um escalar invariante sob estas transformacgdes.

A geometria Euclidiana é algumas vezes caracterizada como um estudo
de propriedades das figuras geométricas que permanecem invariantes sob as
transformacgdes de movimento rigido. O conjunto de transformagdes de movi-
mento rigido é um subconjunto do conjunto geral de transformagdes lineares
do plano. Como indicado na Figura 3.15, o conjunto R de rotag¢des do plano so-
bre a origem e reflexdes do plano com respeito a uma reta pela origem é a inter-
sec¢do do conjunto M de transformagdes de movimento rigido e o conjunto H das

transformagdes lineares homogéneas.

Transformacdes lineares gerais

M H

FIGURA 3.15 - Conjuntos de transformacdes lineares

O conjunto de produtos ordenados de transformac¢des de movimento rigido

pode ser representado por uma matriz da forma

(an 4y 313\
a a a |,
| 21 22 B|

lo o 1

a
onde |71y 12

a a
21 22

(3.20)
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Além disso,

2
Zaij =1,paraj=1,2; (3.21)

i=1

2
Zailaiz =0- (3'22)
i=1

Agora, serdo provados dois teoremas que afirmam que uma transformacgao
linear geral do plano é uma transformagdo de movimento rigido se, e somente

se,a matriz que representa a transformagao satisfaz as condi¢des (3.21) e (3.22).

f|d11 dp;  dg3 |\
Teorema 3.3:SejaT='a a a | representando uma transformagao li-
22 23

| 21
lo o 1)
near do plano sob a qual a distdncia é um escalar invariante. Entdo,
2 2 =
a;?+a,?2=1,

2 2 —
a;,?+a,%=1,

a1, 13,3, =0.

Prova: Considere os pontos O (0,0,1) e P (1,0,1). Sob a transformacao repre-

a21 i a23’ 1)'

sentada por T, as imagens de O e Psdao O’ (a,.,a,,, 1) e P’ (a,, + a,,,
g v 137 =23 11 13

respectivamente. Como P'P' ‘= PP ‘sob a transformagao representada por T,

\/[(a11 +al3)—a13]2 +[(a21 +a23)—a23]2 :\/(1—0)2 F(o=oY’

\/1—:

Ay, Ty, =1

De maneira analoga, escolhendo O: (0,0,1) e P (0,1,1), pode ser mostrado que

a, ta ,=1

22
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Agora, considere os pontos O (0,0,1) e P (1,1,1). Sob a transformacao re-
presentada por T, os pontos imagens de O e P sao 0’ (a,,, a,,, 1) e P’ gii) +a,+
+a,, a,, +a,, + a,, 1), respectivamente. Novamente, como b'P' I: bP | sob a

transformacao representada por T,

(arr+am ) (@ raz ), =
\/\11 1z ), F(az1 22)2—\/1—2-"—1*2

(a1+a )2+(a +a )2:2

a 2+a 2) (a 2+a 2)+2(a a +a a ) 2

11 12 21 22

1+1+2(anai +azaz ) =2

a,a,,+a,a,,=0

(dll d12 d13 |‘]
Teorema 3.4: SejaT=,a a & representando uma transformagdo li-

neargeraldo plano talque a 3+a 3,=1, a 4ja 2,71 ea a, 4a a, 3 En-

tdo, a distdncia é um escalar invaridvel sob a transformagdo representada por T.

Prova: Considere quaisquer dois pontos P : (x,,y,,1) e P,: (x,,y,,1) no plano.
Sob a transformacao representada por T, a imagem dos pontos P1 e P2 sdo

’. Dg
P1 " (allxl v a12y1 F a13’ alel > aZZyl W aZ3’ 1) e PZ : (311X2 > aIZyZ wF a13’ a21X2 w7

+a,,y, + a,,, 1), respectivamente. Agora,

uuuuuv > 5
|P1'P2'|_\/[all +a12(YZ yl):l +[a21(x2_xl)+a22(YZ_YI):|

:\/(anz +3212 )(Xz —X )Z +2(ana1z +aya,, )(Xz - X )(YZ _3’1)"'(3122 +a222 )(YZ _Y1)2
:%gi’z_XJ +(yz_y1)
=

isto é, a distancia entre as imagens de P e P; é igual a distancia entre P1’ e

P;’. Portanto, a distancia é um escalar invariante sob a transformacao repre-

sentada por T.
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4, ESPACO VETORIAL

E NOtORIA A importincia dos vetores na teoria fisica classica; por exemplo,
a velocidade, a aceleragdo e as forgas que atuam sobre um determinado objeto
sdo descritas por vetores. A no¢cdo geométrica dos vetores é muito importante
neste caso, pois auxilia na determinac¢io das forcas resultantes. Para tanto, é
imprescindivel a teoria das operagdes algébricas entre vetores. Neste capitulo
trataremos destas operagdes entre vetores, preparando a base tedrica necessa-

ria para o bom entendimento dos espagos vetoriais.

4.1 VETORES NO PLANO

No plano cartesiano ortogonal, um ponto P do plano é identificado pelo par
(a,b) de nimeros reais, onde as quantidades a e b sdo as coordenadas do ponto
P (Figura 4.1(a)).



A A
Q
P
| oY) PE— . P
a ” >
(@ (b)

FIGURA 4.1 - Ponto e vetor no plano

Considerados os pontos P e Q do plano, podemos definir dois segmentos de

reta orientados PQ e, QP P o primeiro com ponto inicial em P e ponto final em Q
(Figura 4.1(b)) e o segundo, com ponto inicial em Q e ponto final em P. Embora
o conjunto de pontos PQ e QP sejam iguais, considerada a orientacdo, eles sdo

distintos. Diremos aqui que eles sdo segmentos opostos.

Defini¢ao 4.1: Dois segmentos orientados sao ditos equivalentes se tiverem
0 mesmo comprimento, a mesma direcdo e 0 mesmo sentido. A direcao é de-

terminada pela reta que suporta o segmento.
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AB, CD e EF tém a mesma dire¢do; € tém o mesmo comprimento; AB, HI

-—

e EF tém o mesmo comprimento, mas os Unicos com orientagdes equivalentes

— _—

sdao AB e EF.

Definicao 4.2: Para qualquer segmento orientado no plano existe outro equi-

valente a este, cujo ponto inicial é a origem.

———

Exemplo4.2: Observe o segementp 05ieﬁtado PO na Figura 4.3 abaixo. O seg-
mento tem a mesma orfentacao de , e umd vez que eles tem a mesm

0A PQ
direcdo e o mesmo sentido, eles sdo equivalentes.

Definicao 4.3: Os segmentos orientados com ponto inicial na origem sao de-

nominados vetores no plano e sdo determinados exclusivamente pelo seu

ponto final, ja que o ponto inicial é fixo na origem.

—_——

A cada ponto no plano P(a,b) é associado um tUnico vetor v = OP e, recipro-
camente, dado um vetor, este fica associado a um tinico ponto do plano, que é
seu ponto final. Consequentemente, a correspondéncia entre pontos do plano e

vetores é biunivoca.

el

Desta forma, um vetor v = QP é representado, simplesmente, pelas coor-
a
denadas do seu ponto final P(a,b). Usamos a notacdo v :L ouv = (a,b) para
o] =@

identificar um vetor cujo ponto final é (a,b). No contexto deste livro, os vetores

serdo graficamente marcados por negrito, ou seja, v € um escalar e v é um vetor.
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Definicao 4.4: A origem do plano fica associada a um vetor denominado ve-
tor nulo, que tem os pontos inicial e final coincidentes com a origem. O vetor

nulo é representado por 0 = (0,0).

= —

Defini¢do 4.5: O oposto de umvetorv= g ovetorw = pgue tem o mesmo

comprimento, mesma direcdo e sentido oposto. Em termos de coordenadas, se

v =(a,b), entdo w = (-a,-b) e denotamos w = -v.

4.2 OPERACOES COM VETORES NO PLANO

Na algebra vetorial, é importante que estejam bem definidas as operagdes
entre vetores. E, dentre as mais importantes, estdo a multiplicagdo por escalar e
a adicdo, operagdes que dardo, posteriormente, os fundamentos para descrever
um subespaco vetorial. Estas operagdes sio definidas a seguir.

a) Multiplicagdo de um vetor v por um escalar k.

¢ Sek>0,0vetor w=kvpossuia mesma dire¢cdo de v, 0o mesmo sentido e

comprimento k vezes o comprimento de v.
e Sek<0,ovetorw=kvseraigual ao oposto do vetor |k|v, onde |Kk| repre-
senta o valor absoluto do escalar k.

e Sek=0,w=kvserao vetor nulo.

A multiplicacdo de um vetor por um escalar corresponde a multiplicacdo de
cada coordenada do vetor por esse escalar. Assim, se v = (a,b) e w = kv, entdo
w = (ka,kb).

b) Adigao de dois vetores.

e Sev=(ab)ew=(cd), entdo o vetor somaserdav+w=(a+cb+d).

¢ Asomadeumvetorv=(ab) comseuopostow=-v=(-a,~b) é o vetor nulo.
Istoé,v+w=v+(-v)=(a-a b-b)=(0,0).
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e Adiferenca entre dois vetores ve w é a soma do primeiro com o oposto

do segundo vetor:

V-w=V+(-w)
A

\

FIGURA 4.4 - Diferenca entre vetores

4.3 VETORES NO ESPACO

Analogamente ao caso de vetores no plano, podemos estender a ideia de
vetor ao espaco tridimensional, onde um ponto P do espaco é identificado com
uma terna de nimeros reais (x,y,z), onde %, y e z sdo as coordenadas do ponto
P (Figura 4.5).

. P=(xy,z2)

FIGURA 4.5 - Ponto no espaco 3D

Agora cada ponto do espago P(a,b,c) é associado a um tnico vetor v = OP e,
reciprocamente, dado um vetor, este fica associado a um tinico ponto do espaco,

que é seu ponto final.

_—

Assim, um vetor v = OP é representado pelas coordenadas do seu ponto final
[a]

b
e ]

P(a,b,c). Denotamosv =
final é (a,b,c).

ouv = (a,b,c) para identificar um vetor cujo ponto
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A origem do espago representa o vetor nulo 0 = (0,0,0). Se V é o conjunto de
vetores no espago, entdo V = {(x,x,x,); X, € R} =R "R "R =R%

De forma analoga as operagdes com vetores no plano, o processo de multi-
plicacdo por escalar e adicdo de vetores pode ser estendido a vetores no espago
(trés coordenadas) conforme a Defini¢do 4.6, a seguir. Na realidade estas ope-
ragdes podem ser generalizadas para vetores do espaco n-dimensional, ou seja,
vetores com n coordenadas; porém, nos casos de dimensao maior que 3, ndo é

possivel a visualizagdo grafica.

Definicdo 4.6: Sejamu = (x,,X,,X,) e v = (y,,y,,¥,) vetores no espaco. A soma de
dois vetores e o produto de um vetor por um escalar sdo denotados respecti-
vamente por u + v e ku, e sdo definidos da seguinte forma:

u+v=(x+y,Xx,+y,X,+y,) eku=(kx, kx, kx,).

Antes de definir um espago vetorial é importante discutir uma outra estru-
tura denominada corpo. Considere-se um conjunto C, munido de duas opera-
¢cdes, chamadas de adi¢cdo (+) e multiplicagdo (.), que obedecem as seguintes
propriedades, para quaisquer elementos x,y, z € C:

o (X+y)+z=x+(y+2) e (xy)z=x(y.z) (propriedade associativa);

e Xx+y=y+xexy=yx(propriedade comutativa);

e dqa feCtalque x+a=a+x=xex=px=x(existéncia do elemento

neutro);

o J—xx'le Ctalque, x+ (—x)=aex.x'=f(existéncia do elemento inverso);

e  x.(y+z)=xy+xz (distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢io);

¢ Se a e f representam os elementos neutros de C, respectivamente as

operacdes de adicdo e multiplicagdo, entdo C é um corpo comutativo.

4.4 ESPACOS VETORIAIS

Um dos objetivos da teoria de Espacos Vetoriais é fundamentar a algebra
de determinados conjuntos que se comportam de maneira semelhante quan-

do observadas combinagdes lineares dos seus elementos. De forma geral, é
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interessante lidar com as propriedades comuns de sistemas algébricos cons-
tituidos por um conjunto de operag¢des (no caso, a multiplicacdo por escalar e
a adicdo), que permitam uma defini¢do natural de combinacio linear de seus

elementos.

Definicdo 4.7: Seja V um conjunto ndo vazio, onde estdo definidas as
operacoes:
i) Vu,veV > u+veV

ii)VaeR; VueV - aueV

Este conjunto V é um espago vetorial real, se forem verificadas as

propriedades:

1.vuv,weV:(uU+v)+w=u+(v+w),

2. VU,V eV,segueque:u+v=Vv+u,

3. Existe 0€V (elemento nulo) tal que para todo ueV: 0 + u = u;

4. Para cada ueV, existe -u € V (elemento oposto) tal que: u +(-u) = 0;
5. Para quaisquer a, g € R e qualquer u € V: (a. f).Uu = a (B. U);

6. Para quaisquer a, p € Retodo ueV: (a + ). U = a.u + g.U;

7. Paratodo escalar « € R e quaisquer u,v e V: a.(U+V) =a.U + a.V;

8. Para qualquer u € V tem-se que: 1.u=u.

Na Definicdo 4.7, se em vez de escalares reais tivermos escalares complexos,
V serd um espacgo vetorial complexo.

Neste contexto, a palavra vetor é utilizada de maneira mais geral, ou seja,
designa um elemento de um espaco vetorial. Por exemplo, considerando o espa-
¢o vetorial das matrizes quadradas reais de ordem 2, denotado por V = M(2,2),
definidas a multiplicag¢do por escalar e a adi¢ao usuais, um vetor deste espaco

sera na realidade uma matriz real 2x2.

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 133



Exemplo 4.4: Considere o espaco n-dimensional real, V = R"= {(x,,x,,..X_);
x, € R}. Sejam u e v dois vetores de V dados por u = (x,,X,,....X ), V= (V,,Y ¥ ,)-
A soma entre u e v é definida poru + v = (x, + y,,X, + y,,..,X, + y,) € o0 produto
de um vetor por um escalar é definido como au = (axj,axz,..,ax ) (a € R). Nes-
tas condigdes é simples verificar que V é um espaco vetorial real, ou seja, as

propriedades 1 a 8 sdo satisfeitas. Neste caso, o vetor nulo é 0= (0, 0,0, ..., 0)

Exemplo 4.5: Considere, agora, V como o conjunto das Hrptri%eq]de ordem
2, cujos elementos sdo ndmeros complexos, ou seja, V = v 720 onde os

elementos da matriz sdo nimeros complexos. Assim, se u, v € V sdo dados por

) r|zl zﬂ| ) f|W1 w2 |
u=l, z'evaliw wb
3 4 3 4

asomaéu+vs= 71 Zz—‘ [W1
| + w +w  zZ +w

s
no
| IS |
n

Z,+W,
[21 + w1 e o produto por
Z
L

Z VA w
|_ 3 4J 7 3 4 3 a32 4 4J
escalar é definido por au=a | ! Zz-\ _ [321 z L ondez +w (i=1,2,3,4)
Z Z az az b
|_ 3 4J |_ 3 4J

€ uma soma de numeros complexos e az, (i = 1,2,3,4) é produto de um escalar

por um nimero complexo.

0 Exemplo 4.4 é um espaco vetorial real, enquanto o Exemplo 4.5 é um

exemplo de espaco vetorial complexo.

4.5 SUBESPACOS VETORIAIS

Um subespagco vetorial de V é um subconjunto S I V, que é também es-
paco vetorial segundo o par de operagdes que caracterizam V. Fica claro que

todo elemento de S ja possui satisfeitos todos os axiomas operacionais citados
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acima, ou seja, para concluir que S é um subespaco vetorial de V, basta verificar
o fechamento.

Num posterior estudo sobre subespacos vetoriais, o leitor chegara a conclu-
sdo de que se um conjunto S é um subespaco, entdo S possui o vetor nulo (de-
notado por 0). A defini¢cdo tera uma melhor “precisdo” ao se incluir esse item,
pois, se no conjunto S ndo estiver presente o vetor nulo, ja se pode concluir de

imediato que nio se trata de um subespaco vetorial.

Definicao 4.8: Dado um espaco vetorial real V, um subconjunto W # A, sera
um subespaco vetorial de V se:

jJjvuveW=u+veW

iij)VaeRueW=aueW

Exemplo 4.6: Considere os subconjuntos L :{(x,y)eRZ; y=X+ 1} e
S= { (x,y)eR?;y= x} do R% Sabemos que S é um subespaco de R?*e L ndo o é,
pois, ao se somarem vetores de S, o vetor resultante pertence a reta definida
pelo conjunto S. O mesmo ndo ocorre com L.

Observe que S possui o vetor nulo, ou seja, em S a reta passa pela origem,
enquanto o mesmo ndo ocorre com L. Pode-se afirmar que toda reta que passa
pela origem do plano cartesiano representa um subespago vetorial de R%; da
mesma forma, todas as retas que ndo passam pela origem nao representam
subespacos vetoriais de R% Pode-se estender este conceito para R?, pois todos
os planos e todas as retas que passam pela origem representam subespacos
vetoriais do R3? e, consequentemente, se um plano ou uma reta ndo passam
pela origem no representam um subespaco vetorial. |

Tanto o conjunto dos nimeros reais quanto o conjunto dos nimeros comple-
x0s gozam da propriedade de serem, ao mesmo tempo, espacgo vetorial e corpo.
Nao necessariamente um espaco vetorial precisa ser definido sobre o corpo dos
reais; pode ser definido sobre um corpo especifico. Por exemplo, o conjunto dos

numeros complexos é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais, e é também
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um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos. E interessante a observagio
de que o conjunto dos ndmeros reais ndo é um espaco vetorial sobre o corpo
dos complexos. Basta observar que um niimero complexo, multiplicado por um
nimero real, nem sempre gera um nimero real, o que significa que a operagao
de multiplicagdo por escalar, quando o corpo é o conjunto dos nimeros comple-
X0S e 0 espacgo vetorial é o conjunto dos nimeros reais, ndo é fechada.

Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespacos, denominados
subespacos triviais, o conjunto formado somente pelo vetor nulo e o préprio
espaco vetorial (0 e V).

Agora veremos um importante subespago que aparece quando se resolvem
sistemas lineares homogéneos.

|f 3x+5y+z=0

Exemplo 4.7: Considere o sistema linear homogéneo 12x+2 +3z=0 que tem
35 1T o] (2l

a seguinte forma matricial || 2 2 ‘ (*) Assim, estamos procurando
124 -1 { J: {Lo

no espaco vetorial M(3,1), que sdo as matrizes de ordem 3x1 reais, os vetores que

satisfazem a equagdo matricial (*). O conjunto dos vetores-solugio é um subespa-

¢ode M(3,1)? Pararesponder a esta pergunta, basta considerar dois vetores-solu-

|rX1 X2 —’ fxl X2 —l
¢do ¥ e verificar que sua soma y ainda é um vetor-solugao:
1] €Y. ‘ HRE ’

5 %ffﬁm sy ?( N
Ij2 4 —1J 'L J+' J} 124 1)) J ] ]J LJJ

Z

21

[x1 ]
| |

Isto é, a soma é solugdo. Além disso, multiplicando | y | por uma constante
)

k, teremos:
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(3 5 %er[;ﬂ'\’_ ﬁ 3 5 ﬂxﬂ|\|:k_|r87|:f 0]
N PR A

Isto é, o produto de uma constante por uma solucao continua sendo uma

solugdo. Portanto, o conjunto W dos vetores-solucdo de (*) é um subespaco de

A seguir, veremos um exemplo onde um subconjunto de um espago vetorial
nao é subespaco vetorial.
Exemplo 4.8: Sejam V = R?e W = {(x,x%); x € R}. Considerando u = (1,1) e
v=(28) emW, temos u + v = (1,1) + (2,8) = (3,9) I W. Portanto, W nio é
subespaco vetorial de V, pois a primeira condi¢do da Definicdo 4.8 deveria
ser satisfeita para quaisquer u e v € W e isto ndo acontece no caso dos ve-

tores considerados.

Teorema 4.1 (Intersecao de subespacos): Dados Wi e W>, subespagos de um

espago vetorial V, a intersegdo W1 C W ainda é um subespago de V.

Uma das caracteristicas mais importantes quando se trabalha com espagos
vetoriais é a capacidade de geracdo de novos vetores a partir de um conjunto
de vetores dados. Para tanto, é definido o conceito de combinac¢do linear de ele-

mentos de um espago vetorial.
Definicao 4.9: O subespaco construido recebe o nome de subespago vetorial

de V gerado por B (ou apenas “o gerado por B”), e cada elemento de [B] é

escrito como combinagdo linear dos elementos de B.
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Definicao 4.10: Um espaco vetorial V é finitamente gerado se existir um con-
junto finito S — V de tal forma que[S]=V. Salvo men¢do contraria, considerare-

mos apenas espacos vetoriais finitamente gerados.

NOTAS:

1. Estende-se a defini¢do acima para o caso B= ¢ mediante a seguinte con-
vencao: [¢] = {0}.
2. Nocasode Bc Vser um conjunto com infinitos elementos, define-se [B]
como: u €[B] < Fui,.,un €B e 3 ai,...a ne C tais que u= Zn:a iU,
i=1
Pode-se afirmar que qualquer conjunto finito de vetores de V gera um su-
bespaco vetorial de Vincluindo o conjunto ¢ que por definigdo gera o subespa-
¢o nulo {0}.
Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre um corpo C. Decorre da

forma como foram definidos os conjuntos B e [B], as seguintes propriedades:
Propriedade 4.1: B — [B] (Todo subconjunto de V estd contido no subespago

gerado por ele).

Propriedade 4.2: B,c B,c V= [B,] c [B,] (Se B, é subconjunto de B, que por
sua vez é subconjunto de um espaco vetorial V, entdo, o subespaco gerado por

B, é subconjunto do gerado por B,).

Propriedade 4.3: [B]= [[BH (o subespaco gerado por B é igual ao gerado pelo
gerado por B).

Propriedade 4.4: Se S, e S, sdo subconjuntos de V, entdo: [S, U S,] = [S,] + [S,].

Propriedade 4.5: Se [B] =S e [S] =K, entdo [B] = K (Se um conjunto B gera um
subespaco S, que por sua vez gera um outro subespaco K, entdo, por transitivi-

dade, o conjunto B gera o subespaco K).
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Exemplo 4.9: Seja o espacgo vetorial das matrizes quadradas reais de ordem
n, denotado por V = M(n,n). Se considerarmos o conjunto das matrizes trian-
gulares superiores e das matrizes triangulares inferiores aqui denotados, res-
pectivamente, por W, e W,, subconjuntos de V, é ficil verificar que W, e W,
sdo subespagos de V. Entdo, W1 C W; é o conjunto das matrizes diagonais, e de

acordo com o Teorema 4.1, também é um subespaco de V.

Exemplo 4.10: Considere o espaco vetorial tridimensional real V = R3, e W1
e W, representando retas nio coincidentes que passam pela origem. En-
tdo W,C W, = {0} e W, E W, é o “feixe” formado pelas duas retas, que ndo
é subespaco vetorial de R3. De fato, se somarmos dois vetores u e v perten-
centes a W, E W, vemos que u + v esta no plano que contém W, e W, mas
u+vI W EW, Assim, W, E W,nzo é subespago de V. Entretanto, podemos
construir um conjunto W, que contém Wi e W; e é subespaco de V. W que serd
formado por todos os vetores de V que forem a soma de vetores de W1 com

vetores de W,. Assim, W =W, + W, e sera chamado soma de W, com W,

Teorema 4.2 (Soma de subespacos): Sejam W; e W subespagos de um espago
vetorial V. Entdo, o conjunto: W, + W,={ve V:v=w,+w, w, e W ew,ec W,}é

subespago de V.

Exemplo 4.11: No Exemplo 4.10, a soma de subespagos W = W1 + W é o pla-
no que contém as duas retas e, de acordo com o Teorema 4.2, também é um

subespaco de V.

Exemplo 4.13: Sejam W; e W, os subespacos do espago das matrizes quadra-

das reais de ordem 2 (M(2,2)) gerados da seguinte forma: W1 - {[a b? e

o o] ) = vl 0 0]
W, =4 |, onde a,b,c,d € R. Entdo, W, + W, = 1| |t =M(2,2).
o dJJ c d

—_—
—==
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Definicao 4.9: Considerando dois subespacos quaisquer W1 e W, de um es-
paco vetorial V, quando W, CW, = {0}, entdo W, + W, é chamado soma direta

de W, com W, e denotamos esta soma direta por W, A W.,.

Exemplo 4.16: Considere o espago vetorial (plano) V = R? e os vetores unita-
rios v, = (1,0), v, = (0,1). Logo, v, e v, geram o plano R?* (V = [v,,v,]), pois, dado
que v =(xy) € V, temos que (x,y) =x(1,0) + y(0,1), ou seja, todo vetor pode ser

escrito como uma combinagdo linearde v, e v, (v=xv, +yv,).

Exemplo 4.17: Considere o espaco vetorial das matrizes quadradas reais de

ev édadopor[v,v]=

porv,
2 12 {||_00J :a,b reais

4.6 COMBINACAO LINEAR

No contexto de espacos vetoriais é importante saber quando um dado vetor é
uma combinagdo de um dado conjunto de outros vetores. Além disso, cabe saber
se realmente todos os vetores deste conjunto sdo necessarios para escrever, em
termos de combinacao linear, o vetor dado. O que acontece é que nem sempre to-
dos os vetores sdo indispensaveis, aparecendo no conjunto vetores excedentes que
nao contribuem com a caracterizacdo do vetor de interesse. Desta forma é interes-

sante o conceito de dependéncia linear que caracteriza estes vetores excedentes.

Definicao 4.10: Consideremos um espaco vetorial real V (ou complexo), v, v,
.v,eVea,a, .., a numeros reais (ou complexos). Chamamos combinagio
llnear dev, v, v ovetorv e V,definido por

e alvl i aZVZ i ...+ anvn'

Vamos, agora, entender o importante conceito de subespago gerado. Vamos

primeiramente fixar os vetores v, v, v, € V. Desta forma, o conjunto W de to-

dos os vetores de V que sdo comblnagao linear destes é um subespaco vetorial.
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Defini¢do 4.11: Fixados os vetores v, v, v € V, 0 conjunto W de todos os
vetores que sao combinacdo linear dosv, (i=1, 2, .., n) é chamado subespaco

gerado pelos v, e usamos anotagdo: W=[v, v, Vv ].

Podemos representar o espago gerado pelos v, da seguinte forma:

onde W é 0 “menor” subespago de V que contém o conjunto de vetores {v, v, v }.
0 termo “menor” significa que qualquer outro subespaco W’ de V que contenha
{v v, v }deverasatisfazer W’ Ew.

Exemplo 4.14: Considere o espaco vetorial V=R3*ev € V,v= 0. Entdo [v] =

={av: a € R}, isto ¢, [v] é areta que contém o vetor v (Figura 4.6).

[v]

ZA

\)

v

FIGURA 4.6 - Reta que contém vetor

Exemplo 4.15: Se v,,v, € R®sdo tais que av, # v, para todo o € R, entdo
[v,,v,] serd o plano que passa pela origem e contém v, e v, (Figura 4.7). Ob-
serve que se v, € [v,,v,], entdo, [v,v,,v,] = [v,,v,], pois todo vetor que pode
ser escrito como combinagdo linear de vy, v2 e v3 é uma combinacao linear de

v, eV, (pois v, é combinacdo linear de v, e v,).
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V2

V1

A

FIGURA 4.7 - Vetores contidos num plano do espago

Exemplo 4.16: Considere o espaco vetorial (plano) V = R?, e os vetores uni-
tarios v, = (1,0), v, = (0,1). Logo v, e v, geram o plano R?(V = [v,,v,]), pois,
dado v = (x,y) € V, temos que (x,¥) = x(1,0) + y(0,1), ou seja, todo vetor pode

ser escrito como uma combinacdo linear de v, e v, (v =xv, + yv,).

Exemplo 4.17: Considere o espaco vetorial das matrizes quadradas reais de

1 0] [0 1]
ordem 2 (M(2,2)). Dados os vet()ﬁ:es V1= v = L OJ|’ o0 espaco gerado

00J3

ev édadopor([v,v]=

POTYVL 1z {|L0 J:ab reais}.

4.7 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Uma vez entendidos os conceitos de combinacio linear e de subespacgos ge-
rados, torna-se imprescindivel o entendimento dos conceitos de dependéncia
e independéncia linear, que permitem avaliar quando um determinado vetor

pode ser descrito como uma combinacdo linear de outros.

Definicdo 4.12: Um conjunto M = {v3,..,v,} < V é linearmente independente
(LI) se, e somente se, ao se tomar qualquer combinacao linear do vetor nulo

com os elementos de M, obtivermos somente a solugdo a, = 0, i=1, 2,.., n. Ou

seja, zaivi =0=>a,=a,==0.
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Se existir algum «a;# 0, que satisfaca a combinacao linear dos vetores de M,
dizemos que {v,, .., v} é linearmente dependente (LD), ou que os vetoresv,, .., v,
sao LD.

n

Exemplo 4.18: No espaco vetorial V=1R3 os vetores vi = (2,-1, 3),v2=(-1,0,-2)
ev,=(2,-3,1) formam um conjunto linearmente dependente, pois 3v, + 4v,-v,=
=0, ou seja:

.................. 3(2,713)+4(-1,0,-2) - (2,-3,1)=(0,0,0). ...

Propriedade 4.6: Se um conjunto finito L c C contém o vetor nulo, entdo esse

conjunto é LD.
Propriedade 4.7: Se S={u} c Veu=0,entdo S é LI

Propriedade 4.8: S = {uy, u, .., u,} = V& LD se, e somente se, um dos seus veto-

res é combinagdo linear dos outros.

Propriedade 4.9: Se S, e S, sdo subconjuntos finitos e ndo vazios de Vcom S, S,
e S, LD, entdo S, também é LD.

Propriedade 4.10: Se S; e Sz sdo subconjuntos finitos e ndo vazios de V com

S, cS,eS, L], entdo S,também é LI.

E importante observar que, se um conjunto com n > 2 elementos é LI, ao se
retirar um vetor desse conjunto, o novo conjunto continua sendo LI, o0 que ndo
ocorre necessariamente no caso de um conjunto LD. Pode-se retirar um vetor

de um conjunto LD, e o0 novo conjunto continuar sendo LD ou se tornar LI
Propriedade 4.11: Se S = {vy, .., v,} é LI, e para um certo v € V tivermos

S {v} ={vy, .., v, v} LD, entdo, o vetor v é combinac¢do linear dos vetores de
S, isto é,v € [S].

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 143



A propriedade diz que, ao se acrescentar um vetor de Vno conjunto S, e se por
consequéncia o novo conjunto for linearmente dependente, entio v pertence ao

subespaco gerado por S, ou seja, v é combinacdo linear dos vetores de S.

Propriedade 4.12: Se S={u ,u, .., u,.,.u}eu e [S— {u }] (isto é, u é combina-
toz A j j
¢do linear dos vetores de S, entdo[S] = [S - {u}.}].
Exemplo 4.19: Sejam V = R*e v,,v,,v, € V. Entdo o conjunto {v,,v,,v,} é LD
se estes trés vetores estiverem no mesmo plano que passa pela origem. (A

verificacdo deste fato é deixada a cargo do leitor!).

Exemplo 4.20: Sejam V=R? e, = (1,0) ee,=(0,1). Entdo temos que e, e e, sdo
Ll poisa,e, +ae, = 0=a,(1,0) +a,(0,1) =(0,0) = (a,,a,) = (0,0) =>a, =a, = 0.

Exemplo 4.21: Analogamente, paraV=R?ee, =(1,0,0),e,=(0,1,0) ee,=(0,0,1)

temos que e, e; e e3 sdo LI. (A verificacdo deste fato é deixada a cargo do leitor!).

Exemplo 4.22: Sejam V = R%e o conjunto P = {(1,-1),(1,0),(1,1)}. Entéo, o
. 1 1
conjunto P é LD, pois 51,—1)— 1(1,0)+ gl,l) =(0,0).

4.8 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Outra caracteristica interessante a ser estudada é a busca por um conjunto
finito de vetores, de modo que qualquer outro vetor do espago possa ser
escrito como uma combinagio linear destes. Isto nos leva a determinagio de
um conjunto finito de vetores que gera todo o espago vetorial, o que é muito
interessante, pois esses vetores do conjunto (finito) sdo suficientes para
descrever todos os outros elementos do espago. Dai a nogido de base de um

espaco vetorial, definida a seguir.
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Definicao 4.13: Um conjunto {vy, .., v,} de vetores de um espaco vetorial V
serd uma base de V, se este conjunto for LI e se ele gerar o espaco, ou seja:

(1) {vy, ., v }eLl

(ii) [ve, eV, ] =V

N3o se tem a garantia de que todo espaco vetorial é gerado por um nimero
minimo de vetores, isto é, nada garante que todo espago vetorial possui uma
base. Pode-se afirmar que todo espaco vetorial possui uma base logo apds a

demonstracdo do seguinte teorema:

Teorema 4.3: Todo espago vetorial finitamente gerado possui uma base.

Prova: Se considerarmos V = {0}, devido a convencao feita a respeito desse
assunto, o conjunto ¢ é uma base de V. Caso contrario, existe um subconjunto
finito e ndo vazioS — V, de maneira que [S] = V. Como S # {0}, existem subcon-
juntos ndo vazios de S que sdo LI. Considere um dos subconjuntos LI de S com
0 maior nimero possivel de elementos. Indicando por B esse subconjunto, B é
uma base de V, pois, devido a maneira como foi tomado, ao se considerar um
vetor u € S-B, tem-se que B U {u} é LD e, portanto, u € [B] donde se conclui
que [B]=S.Se[B]=Se[S]=V,entdo[B] =V.

A seguir serd enunciado um resultado importante, que diz respeito ao nime-

ro de vetores de uma ou mais bases de um espago vetorial finitamente gerado.

Teorema 4.4 (Invariancia): Seja Vum espaco vetorial finitamente gerado. En-

tdo duas bases quaisquer de V tém o mesmo niimero de vetores.

Defini¢ao 4.14: Seja I/ um espaco finitamente gerado sobre um corpo C. De-
nomina-se dimensdo de V (dim V) o nimero de vetores de qualquer uma de

suas bases. Diz-se também, neste caso, que V é um espaco de dimensdo finita.
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Sem o teorema da invaridncia, a definicdo de dimensao fica inconsistente.
Outro resultado utilizado na demonstracdo do teorema da dimensao é o cha-
mado teorema do completamento. Esse teorema propde que, se um conjun-
to finito LI de um espaco vetorial ndo for base, este pode ser completado até
se tornar uma.

Exemplo 4.23: Considere o espaco bidimensional V = R2 Os conjuntos
{(1,0),(0,1)} e{(1,1),(0,1)} sdo bases de V. Entdo, dimV = 2.

Teorema 4.5 (Completamento): Seja V um espaco vetorial de dimenséo n > 1
sobre um corpo de escalares. Se D = {uy, .., u,} = V é um conjunto LI comr <n
vetores, entdo existem n - r vetores de V, de maneira que B ={u,, .., u, u,,,, .., u,}

éuma base de V.

Exemplo 4.24: Considere o plano V = R? e os vetores e1 = (1,0) e ez = (0,1).
Entdo, o conjunto {ey,ez} é base de V, conhecida como base candnica de R? e
os vetores e; e ez sdo chamados de vetores candnicos do plano. O conjunto
{(1,1),(0,1)} também é uma base de V=R2.

De fato, se (0,0) =a(1,1) + b(0,1) = (a,a +b), entdo,a=b = 0.

Isto é,{(1,1),(0,1)} é LI. Temos ainda que estes vetores geram o plano, ou seja,
[(1,1),(0,1)] =V, pois dado v = (x,y) € V, temos (x,y) =x(1,1) + (y-x)(0,1), ou

seja, todo vetor de R? é uma combinacao linear dos vetores (1,1) e (0,1).

Exemplo 4.25: O conjunto de vetores {(0,3),(0,2)} ndo é base de R? pois é um
conjunto LD. De fato, se (0,0) = a(0,3) + b(0,2), temos que 3a =-2b eaebnao

sdo necessariamente zero, a saber,a=2eb=-3.

Exemplo 4.26: Seja V = R3® o espaco tridimensional. Entdo, o conjunto
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R®. Esta é a base canonica de R®. E facil

verificar que {e e, e} é Ll e (xy,z) = xe, + ye, + ze,, ouseja, V=R3=[e ,e,e,].
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Exemplo 4.27: O conjunto {(1,0,0),(0,1,0)} ndo é base de R?3, pois, apesar de ser
LI, ndo gera todo R?, isto ¢, [(1,0,0),(0,1,0)] # R?; por exemplo, ndo conseguimos
escrever o vetor (0,0,3) como combinacdo linear de (1,0,0) e (0,1,0), ou seja,

ndo encontramos a e b que satisfacam a equacio a(1,0,0) + b(0,1,0) = (0,0,3).

Exemplo 4.28: Seja o espaco das matrizes quadradas de ordem 2,V =M(2,2).

Podemos verificar facilmente que o conjunto formado pelas matrizes
{1 olfo 11[o ol[o 0]

0 OJL J L J L J!]é uma base de V.

Quando trabalhamos com espacgos de fung¢des, podemos encontrar espacos
que ndo possuem base finita, em que é necessario um conjunto infinito de veto-
res para gerar o espaco. Isto ndo significa lidar com combinagdes lineares infini-
tas, mas, sim, que cada vetor do espaco é uma combinacdo linear finita daquela
“base infinita”. Desta forma, escrevemos cada vetor com uma quantidade finita
de vetores da “base infinita”. Porém, aqui, consideraremos sempre espagos ve-
toriais que tenham base finita.

A seguir sdo apresentados trés importantes teoremas, cuja demonstragio

sera deixada a cargo do leitor.

Teorema 4.6: Seja um espago vetorial V gerado por um conjunto finito de ve-
tores vi, Vz, .., V,. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores é necessaria-

mente LD.

Exemplo 4.30: Seja V = M(2,2) o espaco das matrizes quadradas de ordem 2;
entdo, de acordo com o Exemplo 27 da Secdo 4.9, sua base tem 4 elementos e,

portanto, dimV = 4.
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Definicao 4.15: Quando um espaco vetorial V admite uma base finita, dize-

mos que V é um espaco vetorial de dimensao finita.

Exemplo 4.31: Suponha que a dimensdo de um determinado espago V é
dimV = 3. Se encontramos um conjunto de 3 vetores {v, w, z}, onde v, w e z

sao LI, podemos afirmar que eles formam uma base e, portanto, V = [v, w, Z],

Teorema 4.7: Se U e W sdo subespagos de um espago vetorial V que tem dimen-
sdo finita, entdo dimU < dimV e dimW < dimV. Além disso, dim(U + W) = dimU +
+dimW - dim(UCW).

Teorema 4.8: Dada uma base = {v1, vz, .., v, } de V, cada vetor de V é escrito de

maneira tinica como combinagdo linear dev, v, ..., v,.

Defini¢ao 4.16: Sejam B ={v,,v,,..,v }basedeVeveV,ondev=av, +..+a v,
Chamamos os numeros aj, .., a, de coordenadas de v em relagdo a base f e de-

notamos por

Exemplo 4.32: Seja o espaco vetorial V=R Se 3 = {(1,0),(0,1)} é a base cano-
nica de V, entdo o vetor (3,1) pode ser escrito como (3,1) = 3(1,0) + (1)(0,1). De

maneira mais geral urP vetor generrlar (x,y) é escrito como (x,y) =x(1,0) +y(0,1).
Portanto [(3,1)] = e[(xy)] = L JS ep’'={(1,1),(0,1)}, entdo (3,1) =x(1,1) +
B
y

'

+y(0,1), resultando x = 3 ey = -2. Entdo, (3,1) = 3(1,1) - 2(0,1), donde [(3,1)], =
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E relevante ressaltar que a ordem dos elementos de uma base influi dire-
tamente na matriz das coordenadas de um vetor em relagdo a esta base. Por

exemplo, quando temos:

={(0,1),(1,0)}, entdo |—(xy)—| :M mas |—L(Xy)‘| :M.

z L)L

Em virtude disto, ao considerarmos uma base B = {vy,vz, .., v,}, estaremos

B ={(1,0),(01)}ep

sempre considerando que a base seja ordenada, isto é, que os vetores estdo or-

denados na ordem em que aparecem.

Exemplo 4.33: Considerando V={(x,y,2):x+y-z=0}e W={(x,y,2): X =y} va-
mos determinar V + W. Observe que V=[(1,0,1),(0,1,1)] e W =[(1,1,0),(0,0,1)],
entdo, V + W = [(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(0,0,1)]. Dado (x,y,z) € R® podemos

escrever:
(xy,z) =a(1,0,1) +B(0,1,1) +v(1,1,0) + 56(0,0,1).

Considereque a =%, =y,y=0ed =z -x -y (resolva o sistema para obter
estes valores). Observe que a solugio deste sistema nio é Unica, uma vez que
4 vetores em R? sdo necessariamente LD. Portanto, V+ W = R3. De acordo com

o Teorema 4.7 temos:
dimR? = dimV + dimW - dim(VCW) = dim(VCW) = 1.

Eassim, VCW ={(x,y,z):x+y-z=0ex=y}={(xy,2): x=y=2/2}=[(1,1,1/2)].

4.9 MUDANGCA DE BASE

Como vimos anteriormente, um dado espaco vetorial pode ser representa-
do por vérias bases diferentes. A pergunta que vem neste momento é: como 0s
vetores escritos nestas bases se relacionam? Assim, nesta se¢ao veremos como

relacionar os vetores de um espaco vetorial escritos em bases diferentes. Sejam

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 149



B = {u,.u}ep ={w,.w,]} duas bases ordenadas de um mesmo espaco
vetorial. Dado um vetor v € V, podemos escrevé-lo como v=xu, + .. +XV e
V=y,w, +..+Yy W, respectivamente nas bases 3 e §’. Como podemos relacio-

nar as coordenadas de v em relacdo a base § com as coordenadas do mesmo
vetor v em relacdo a base 3’? De modo que

X1 | y1
[V]B: M [V]B, = M

%l e LynJ_

Como {uy,..,u_} é base de V, podemos escrever os vetores w, como combina-
¢do linear dos u;, ou seja:

”W1 =4diiUui1 +aziuz +...+aniln
W =au +a u +..+a u

w, =a,;u, +a, u,+..+a, u,

Substituindo estas tltimas equa¢des em v =y, w, + .. +y w, temos:

V=yw, +.+yw =y (au+.+au)+..+y(au+.+a u)
=(ayy, +tayu +..+(@,y, +..+a yu,

Masv=xu, +..+Xu, e como as coordenadas em relacdo a uma base sdo
Unicas, temos:

Em forma matricial

BRI

I
[x,) law L ay ]y,
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’7311 a12 L aln—’
¢ oa a_ L a B
onde, denotando que [Ii _[Fa % n |,temos [v] =[1] [v]
|M M O M| b p
a a L a
|_ nl n2 nnJ

Definicao 4.17: A matriz [I]S obtida conforme o procedimento anterior, é

chamada matriz de mudanca da base 3’ para a base (3.

|ﬂW1 =di11U1 +4az1uz +..+an1Un

5 W=a u-+a u +..+a u
Comparando [I]' com ~~, "7, "5, »2 n observamos que esta
B ] s
W, =a, U, +a, U, +..+a_ u,

matriz é obtida, colocando as coordenadas em rela¢do a B dos w, na i-ésima
. B

coluna. Note que, uma vez obtida [I]ﬁ , podemos encontrar as coordenadas de

qualquer vetor vem relagdo a base 3, multiplicando a matriz pelas coordenadas

de v na base ’ (supostamente conhecidas).

Exemplo 4.34: Sejam [ :B,{(Z,—l),(3,4)} e B’ ={(1,0),(0,1)} bases de R?. Pro-
curemos inicialmente [I]' . Comow =(1,0)=a (2,-1)+a (34)=(2a +
B 1 11 21 11

+ 3a,,, - a,, + 4a,,), obtemos o sistema:
(2a11 +3az21 =1
1—311 + 4321 =0
a11: — € 321 =
donde 1 11,

Por outro lado,w, =(0,1) =a,,(2,-1) +a,,(3,4) = (2a,, + 3a,,,-a,, + 4a,,), 0 que
fornece o sistema:
2a12 +3az2 =0
L—a +4a =1

12 22

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 151



x 2
Donde, resolvendo a operagdo, obtemos a,, = 1 e a, = HPortanto,

4 —
ﬁ':[_an a12—|:|7]i ﬁ’—"
5 T T
L21 ZZJ | ’
11 11]
Podemos usar esta matriz para encontrar, por exemplo, [v]; para v = (5,-8):
[4 3]
p 1 HMS} {41
5-8) | =|I]. [(5.-8)], = =
[5.-0)], -0 (5, =| ) |
11 11

Isto é, (5,-8) =4(2,-1) - 1(3,4).

Eclaroque, seo problema fosse apenas encontrar as coordenadasde(5,-8) em
relagdo a base 3, poderiamos simplesmente resolver o sistema (5,-8) =a(2,-1) +
+ b(3,4); porém, o calculo feito através da matriz de mudancga de base é opera-
cionalmente vantajoso quando trabalhamos com mais vetores, pois neste caso
nao teremos de resolver um sistema de equagoes para cada vetor.

Se no inicio desta se¢do tivéssemos comecado escrevendo os u,em fungdo
, . ~ . p ,
dos w, chegariamos a relagdo analoga: [v] =[I] [v] .E f4cil ver que as matri-
j P ptop

p B o (AN
zes [I]B, e [I]B sdo inversiveis e ([I]B) _[I]ﬁ,.

Teorema 4.9: A matriz [I]ﬁ , obtida conforme o procedimento anterior, é a in-

. B .
versa da matriz de mudanca da base [I]ﬁ,, e vice-versa.
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Exemplo 4.35: No Exemplo 34, podemos obter [I]B' a partir de [I]ﬁ. Note que
b p
[I]B, é facil de ser calculada, pois ' é a base candpicagAssim, (2,-1) = 2(1,0) -
B i
-1(0,1) e (3,4) = 3(1,0) + 4(0,1) donde [I]' = :

a4

[4 3]
Entio I =[ 2 3] _|11 11
P14 |12

Exemplo 4.36: Consideremos em R? a base = {e,,e,} e a base ' = {f,f,}

obtida da base candnica 3 pela rotafz;a(o‘fle um angulo 0 (Figura 4.8). Dado um

vetor v e R2 de coordenadas [v] = "'  em relagdo a base B, quais sdo as co-
p
[y ] NS
ordenadas [v] =| " | emrelagdo a base p'?
oLy,
\%
e2
f, A
fl
€]
e,

FIGURA 4.8 - Mudanca de coordenadas de vetor no plano

Temos, entdo,v=xe +xe =yf +yf e queremos calcular [v] :[I]B [v]
;

)
11 2 2 11 22 B’ B

ou seja, temos que achar a matriz [I]Z . Para isto, devemos escrever e ee,em
funcdo de f, e f, (Figuras 4.9a e 4.9b):

e1 = cosOf; - sen6f;

ez = sen6f; + cosof,
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e 2o f
fz A2 f1 fz / 1
cos® S] -sen®
0 & cosO o) . &
-sen®
@ (b)
FIGURA 4.9 - Vetores representados em outra base no plano
[ co send || X
Portanto, [I]B' = | [yf\ cos 9 ﬂ||_ 1—||, ou seja:
P '_sen0 cose donde y sen® cosO ' x
2] -]

y1 = X1 €0sO + Xz senf

y2 = -X15enb + X coso.

No Exemplo3b, em particular para 0 = /3, parav = (-2,3), isto € v=-2e1 + 3z,

temos [V] = e queremos determinar as coordenadas de vnabase ' = {f f }

p L 5 J 12
(Figura 4.10).

(_2!3)
el
0=m/3
A
N/
'el

FIGURA 4.10 - Mudanca de base
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]
Como vimos, [V]ﬁ' ='V ! onde:
Ly: |
y, = X,c0s0 + x,sen0 = -2cos(n/3) + 3sen(n/3)

y, = -X,senb + x,cos0 = 2sen(n/3) + 3cos(n/3)

—2+3$H

—

L3+2J3J

2

donde [V]ﬁ, =

2
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5. TRANSFORMACOES LiNEARES

5.1 INTRODUCAO

As fungoes lineares descrevem o tipo mais simples de dependéncia entre
varidveis e muitos problemas podem ser representados por estas funcoes.

Sejam dois conjuntos U e V, ambos ndo vazios (Figura 5.1). Uma aplicacdo
de Uem V é uma relagio pela qual cada elemento de U esta associado a um tnico
elemento de V. Se Findica essa lei, e u indica um elemento genérico de U, entio
o elemento associado a u é representado por F(u) (lé-se: F aplicado em u) e se

denomina imagem de u por F.



FIGURA 5.1 - Imagem de aplicagao

O conjunto U é o dominio e o conjunto V é o contradominio da aplicac¢io F.
Para indicar que F é uma aplicacdo de U em V, costuma-se escrever F: U — V,

ou, ainda, indicando por u o elemento genérico de U, escrever, u * F (u )

5.2 CONCEITOS E TEOREMAS
Defini¢ao 5.1: Duas aplicacdes F: U — Ve G: U — V sdo iguais se, e somente
se, F(u) =G(u), ¥ u € U.

Defini¢ao 5.2: Dado W c U denomina-se imagem de W por F o seguinte sub-
conjunto de V: F(W) = {F(u): u € W}.Se U =W, entdo F(U) recebe o nome de
imagem de F e anotacdo serd Im(F) (Figura 5.2). Portanto, Im(F) = {F(u): u € U}.

Definicdo 5.3: Umaaplicagio F: U— Vse diz injetora se, e somente se, V u1, uz € U,
F(u,) = F(u,) = u,=u,. Ou, em outra formulacao, se, e somente se, V u,, u, € U,
u, # u,= F(u,) # F(u,).

%4

FIGURA 5.2 - Aplicacao injetora

Defini¢ao 5.4: Uma aplicacdo F: U — V se diz sobrejetora se, e somente se,

Im(F) = V (Figura 5.3), ou seja, paratodo v € V, existe u € U tal que v = F(u).
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U V = im(F)

FIGURA 5.3 - Aplicacdo sobrejetora

Definicao 5.5: Uma aplicacdo F: U — V se diz bijetora se, e somente se, F é

injetora e sobrejetora simultaneamente.

Definicao 5.6: Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo C. Uma aplica-
¢do F: U — V é chamada transformagdo (ou aplicagdo) linear de U em V se, e
somente se:

Y uv e V,F(u+v) = F(u) + F(v)

VkeReveV Fkv) =k F(v)

ou simplesmente, F(u + av) = F(u) + aF(v) .

Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo € e uma transformacio li-
near F: U — V. Da defini¢cdo de transformacao linear, decorrem as seguintes

propriedades:

Propriedade 5.1: Uma transformacio linear F transforma o vetor nulo de U no

vetor nulo de V, ou seja, F(0) = 0.
Propriedade 5.2: F(—u) =-F(u), V ueU.
Propriedade 5.3: F(u,— u,) = F(u,) - F(u,), V u,, u, € U.

Propriedade 5.4: Se W é um subespaco de U, entdo a imagem de W por F é um

subespaco de V.

Tem-se aqui a importante afirmacdo de que uma transformagdo linear leva
subespaco do dominio em subespac¢o do contradominio, ou seja, uma transfor-

magdo linear preserva a estrutura de subespago vetorial.

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 159



Propriedade 5.5: Sendo F: U — Vlinear, entio, F’(Za u \|: >a F(u).

\i:l ) i=1
5.3 NUCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMACAO

1

Definicao 5.7: Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo Ce F: U— Vuma
transformacao linear. Indica-se por Ker(F) (Figura 5.4) e denomina-se niicleo
de F o seguinte subconjunto de U:

Ker(F)={u € U: F(u) =0}

U

D ==

FIGURA 5.4 - Nlcleo de uma transformacdo

|4

0 nucleo de uma transformacao linear é um subconjunto do dominio que
se caracteriza por possuir elementos que sio levados sempre ao vetor nulo do
contradominio.

Decorre da definicdo que o nucleo de uma transformagio é um conjunto ndo
vazio, pois F(0) = 0 = 0e Ker(F). Usando esse ultimo argumento e verificando
o fechamento, prova-se que o conjunto Ker(F) constitui um subespaco vetorial
de U.

Teorema 5.1: Se U e V sdo espagos vetoriais sobre um corpo Ce F: U— V é uma

transformacgdo linear, entdo Ker(F) é um subespago vetorial de U.

Teorema 5.2: Se U e V sdo espagos vetoriais sobre um corpo Ce F: U— V éuma

transformacgdo linear, entdo F é injetora se, e somente se, Ker(F) ={0}.

160  ALgebRA LINEAR coM OCTAVE



Teorema 5.3: (Dimensao): Sejam U e V espagos vetoriais ambos de dimensdo
finita sobre C. Dada uma transformagdo F: U — V linear, entdo:
dimU = dimKer(F) + dimIm(F).

Prova: Seja B={uy, .., u } uma base de Ker(F). Pelo teorema do completamento
pode-se considerar C={u,, .., u, v,, .., V.} como sendo uma base de U. Basta mos-
trar agora que o conjunto D = {F(v1), .., F(v)} é base de Im(F) e o teorema estara
demonstrado.

Dados a, ﬁ]. e Ci=(1,..,r),j=(1,.,5) e definindo
u=a,u+..+au+pyv+.+pyv e Utalque F(u) =v e Im(F), tem-se o se-
guinte argumento:
v=F(u)=Fla,u, +..+au +pv +..+pv)
< v=aF(u)+.+aFu)+pFv,)+..+BFV).

Como o conjunto B={uj, .., u } é base de Ker(F),
v=a,0+..+a 0 + B F(v)+..+BFV), Flu)=0,i=(1,.,r).

Comissov=pg F(v,) +..+B.F(v), Logo, [D] = Im(F).

Para mostrar que D é um conjunto linearmente independente, considere a

igualdade B,F(v,) + ...+ B.F(v) = 0.

B.FWv,)+..+BF(v)=0< F(B,v,+..+Byv)=0,ouseja,p,v, +..+ BV, e Ker(F).

Ora, se este vetor pertence ao conjunto mencionado, pode-se escrevé-lo
como sendo uma combinagdo linear da base B.
Py, +.+Pyv.=Au+.+Au S pv,+.+pv.—-Au —Au=0.
Como o conjunto C € L.I, consequentemente, f, =..=f. =1, =..=A1 =0, 0 que

prova a tese apresentada.
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Observe que, de acordo com a estrutura que foi montada, dimU =r + s,

dimKer(F) =r e dimlm(F) =s, portanto, dimU = dimKer(F) + dimIm(F)..

Exemplo 5.1: As seguintes fun¢des sdo aplica¢des lineares:

(i) Sejam V=W =R e a aplicagdo Q: R — R, dada por Q(x) = 0,2x.
Entdo, Q é uma aplicagdo linear, pois Q(x +y) = 0,2(x +y) = 0,2x +
+ 0,2y = Q(x) + Q(y) e Q(kx) = 0,2(kx) = k(0,2x), para quaisquer x,
y e k reais.

(i) Sejam V = RY, W = R e a aplicagdo Q: R* > R, dada por
(Tx1)

Q‘ Yl -0,1 0,1 ZSj vl Entdo, Q é uma aplicagdo li-
z z

(Lw]) M

near, pois, para quaisquer (x,,y,,z,,w,) e (x,,y,Z,,w,) em R*e k em

R: obtém-se que

(Tx ] |_Xz-|\ (|fX11 ||_X21|\|
H'yl . ’|Y2 ’|||_ 01 041 25]||| Vi |||

L] L) m LW,

1

=[5 -01 01 25]¥

N

1

|
| |
LWy

Lw

|
)
"
g

L 01 01 25]
|
|

1

w

H:[s 01 01 25]K -Vlﬂ 01 01 25{3’11.
| I isz

1
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Exemplo 5.2: Sejam V=W =R, e aaplicagio F: R — R definida por u & au ou

F(u) = au. Entao F é uma aplicacdo linear. (Tente verificar!).

Exemplo 5.3: Se a aplicagdo F: R — R, é dada por F(u) = u?, entdo F ndo é uma
aplicacao linear. De fato:

F(u+v) = (u+v)? = u® + 2uv + v* # u? + v = F(u) + F(v).

Exemplo 5.4: Se V=R% W = R3, e F: R?— R3, é dada por F(x,y) = (7x,0,x+y).

Considerando u = (x,,y,) e v = (x,,y,) vetores quaisquer em V e k um escalar
real, temos que F é uma transformacao linear, visto que

F(u+v)=F(x, +x,y,+y,) = [7(x, +%,), 0, (x,y,) + (X,,¥,)] =
=(7x,+7x,0,X, +X,+y, +y,) =
=(7x,0,x, +y,) + (7%, 0,%x, +y,) = F(u) + F(v)
e
ovoo. Fku) = Flkx Ky, ) = (7kx,, 0, kx, +ky, ) = k(7x,, 0, %, +y)) =kF(u).
Obs.: Decorre da definicdo que uma transformacgao linear T: V— W leva o vetor
nulo de V no vetor nulo de W, isto é,se 0 € V, T(0) = 0 € W. Isso ajuda a detectar
transformacdes lineares. Se T(0) # 0, T ndo é linear, porém, o fato de T(0) = 0
ndo garante que T seja linear.
‘Exemplo 5.5: Sejam V =W = P_ (polinémios de grau<n) e D: P,aP,, (D(f) =),
a aplicacdo derivada que a cada polinomio f associa sua derivada, a qual também
é um polindmio (com 1 grau a menos). Assim, D é uma aplicacdo linear, pois, para
quaisquer func¢des derivadas,
D(f+g) = D(f) + D(g) e D(kf) = kD(f).
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Exemplo 5.7: Sejam V = R"e W = R™. Seja uma matrizm " n. Definimos L,:

X1
R" — R™por L (v) = A.v, onde v é tomado como vetor coluna, v= " —‘ , L (v) =
A

MEAREA | i | h

. Das propriedades de operagoes de matrizes:

< Lo

L,(u+v)=A(u+v)=Au+Av=L,(u) +L,(v) eL,(ku) = A(ku) = k(Au) = KL, (u),

e portanto L, € uma transformacao linear.

Toda matriz m”n pode ser associada a uma transformagio linear de R* — R™.
De modo geral, podemos dizer que uma matriz produz uma transformacao linear,
e também, uma transformacao linear de R"em R™pode ser representada por uma

matriz m’n.

Exemplo 5.8: Consideremos a matriz A = | 0 [ e a aplicagdo L : R2 > R3,
A

[1 1]

conforme o Exemplo 5.7. Assim, tem-se que
rﬂ F7 o] ( 7x1 ]
|—> 00 [ 0

e
‘1 1||L ZJ [x, +x,]

E, portanto, que a aplicagdo L,(x,x,) = (2x,,0,x,+X,) é exatamente aquela

do Exemplo 5.4.
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Teorema 5.4: Dados dois espagos vetoriais reais Ve Weuma base de V, {vy,..,v },
sejam wi,..,W, elementos arbitrdrios de W, entdo existe uma unica aplicacdo
linear T: Vv W tal que T(v,) =w, .., T(v ) =w_Sev=ayv,++ayv,k esta
aplicagdo é dada por

T(v) =a,T(v,) +...+a T(v)=aw, +..+aw

"

Pode-se verificar que T, assim definida, é linear e que é a inica que satisfaz

as condig¢oes exigidas.

ER 5.1: Qual é a transformacdo linear T: R? — R?tal que T(1,0) = (2,-1,0) e
T(0,1) = (0,0,1)?

Solugdo: Temos neste caso e, = (1,0) e e,= (0,1) base de R?>, w, = (2,-1,0) e
w, = (0,0,1). Dado v = (x,,x,) arbitrario, temos v=x,e, +x,e, €
T(v) =x,T(e,) + x,T(e,) =x,(2,-1,0) + x,(0,0,1) = (2x,,-x,,X,).

Exemplo 5.9: Seja T: R? —» R, definida por T(x,y) = x+y. Neste caso, ker(T) =

={(xy) € R% x+y=0},isto é ker(T) é aretay = -x. Podemos dizer ainda que
ker(T) ={(x,-x); x € R} ={x(1,-1); x € R} =[(1,-1)] e ImT =R,

poisdadoweR, w=T(w0).

Exemplo 5.10: Seja a transformacdo linear T: R®*— R*dada por T(x,y,z) =
= (x,2y,0). Entdo, aimagem de T é dada por:
Im(T) ={(x,2y,0); x,y € R} = {x(1,0,0) +y(0,2,0); x,y € R} ={(1,0,0),(0,2,0)}.

Observe que dim(Im(T)) = 2. O ndcleo de T é dado por:
ker(T) = {(xy,2): T(xy,2) = (0,0,0)} = {(x.y,2):
(x,2y,0) =(0,0,0)} ={(0,0,2):z e R} =
={z(0,0,1):ze R} =[(0,0,1)]
Observe que dim(ker(T)) = 1.
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Teorema 5.5: Seja T: V— Wuma aplicagdo linear. Entdo, dim (kerT) +dim (ImT) =
=dimV.

Teorema 5.6: Se dim V = dim W, entdo T linear é injetora se, e somente se, T é

sobrejetora.

Teorema 5.7: Seja T: V— W uma aplicagdo linear injetora. Se dim V = dim W,

entdo T leva base em base.

Definicao 5.8: Quando uma transformacao linear T: V — W for injetora e
sobrejetora, ao mesmo tempo, diz-se que ela é decorrente de isomorfismo e,

neste caso, os dois espacos vetoriais sdo ditos isomorfos.

Em termos da algebra linear, diz-se que dois espacos vetoriais isomorfos
sdo idénticos, tém a mesma dimensdo e levam base em base. Além disso, um
isomorfismo T: V — W tem uma aplica¢do inversa T-: W — V que € linear e

também é um isomorfismo.

ER 5.2: Seja T: R®* —» R® dada por T(x,y,z) = (X - 2y,zX + y). Verifique que T é

um isomorfismo e calcule a sua inversa T

Solucgao: Se T for injetora, pelo Teorema 5.4, também é sobrejetora, donde
pela Definicdo 5.6, é um isomorfismo. Isto equivale a mostrar que ker(T) =
={(0,0,0)}.

Mas, ker(T) = {(x,y,z): T(x,y,z) = (0,0,0)} e T(x,y,z) = (0,0,0) se, e somente
se, (x - 2y, z,x+y) = (0,0,0). Resolvendo o sistema de equagdes lineares:

(X—Zy:O
i z=0

L

encontramos x =y =z = 0 como Unica solugio e, portanto, T é um isomorfismo.

x+y=0
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Tomando a base candnica de R?, sua imagem pela T é:
T((eseze3)) ={T(1,0,0),T(0,1,0),T(0,0,1)} ={(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)}

que é ainda uma base de R3. Calculemos agora a aplicacdo inversa de T. Como
T(1,0,0) = (1,0,1), T(0,1,0) = (-2,0,1) e T(0,0,1) = (0,1,0),

temos que
T(1,0,1) = (1,0,0), T*(-2,0,1) = (0,1,0) e T*(0,1,0) = (0,0,1).

Queremos calcular T(x,y,z). Para isto escrevemos (X,y,z) em relacdo a
base{(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)}:

(xy,2) = +32Z (1,0,1) + Z;X (-2,0,1) +y(0,1,0)

X+2zZ

Entdio, T1 (x,y,2) = ———T-1(1,0,1) + Z_TXT-1 (-2,0,1) +yT1(0,1,0), ou seja:

T (xy,2) e S y)
3 3 )

5.4 APLICACOES LINEARES E MATRIZES

Veremos que, dados dois espagos vetoriais V e W com bases § e B’ e uma

matriz A, podemos encontrar uma transformacao linear, associando f3, B’ e A.

ER 5.3: Considerando R? as bases p ={(1,0),(0,1)} e B’ ={(1,1),(-1,1)} e a ma-

|2 0]
trizA = { J como se associa a esta matriz A uma aplicagio linear que de-

pende de A e das bases dadas B e B’, isto é, T,: R* > R?, definida porvaT,(v)?
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Solucdo: Considere v = (x,y), um vetor qualquer do plano. Sejam X = [v], =
TTxl T2 01Tk 2] N _
= = = =[T (v)] .Entao, T (v) =2x(1,1) +y(-1,1) =
Lxr_] Ln 1J [‘IJ L xr J A B A

= (2x-y,2x +Y).

e

Note que, se v=(2,1), entdo T,(2,1) = (3,5), e se tivéssemos partidode 3 =’ =
={(1,0),(0,1)}, terfamos obtido T,(v) = (2x,y) = Av.

De modo geral, fixadas as bases = {v,,..,v_} e B’ = {w,,..,w_} a matriz

A[M g M]

Laml L amn mxn

podemos associar a aplicagdo T,: R* > R™
v a T,(v) da seguinte forma:

|_a11 L a1n]||_X1-|| [yﬂ|
SejaX=[v] =AX= M O M M =M.

’ ]
lan L an]lx] L]

Entdo, T,(v) =y,w, +..+y w_ondey =A XeA, éai-ésimalinha de A.

Em geral, dada uma matriz A__, ela é encarada como uma aplicagdo linear

'mxn’

T,: R"—> R™em relacdo as base candnicas de R"e R™.

1 -3 5
ER 5.4: Sejam A = [2 N _J, B ={(1,0),(0,1)} e B’ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

e T,: R* - R% Encontremos esta transformacao linear.

N

Solucdo: SejaX= Y ,AX = |
12 4 -1y, |

i i

T,(xyz) = (x-3y +52z)(1,0) + (2x + 4y - z)(0,1) = (x - 3y + 5z, 2x + 4y - z).

[x—3y+ SZ—\
. Entdo:

| 2x+4y—z|
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Exemplo 5.11: Encontrar a matriz associada a uma transformacgdo linear.

SejaT:V— W linear, = {v,,..,v } basede Ve ' = {w,,..,w_} base de W. Entdo

T(v,),.., T(v ) sdo vetores de W e, portanto,
T(v)=a,w, +..+a_

A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, anotada por [T]Z é
chamada matriz de T em relacdo as basesde e 5.
ain L dy,
[T] il M O M] =A
| |
Laml L amn U

Observe que T passa a ser a aplica¢do linear associada a matriz A e as ba-

sesPef’,istoé, T=T,.

Exemplo 5.12: Sejam T(x, y, z) = (2x + y - z, X + 2y) e as bases
A={(1,0,0),(2,-1,0),(0,1, 1)} eIR?e B={(-1, 1), (0, 1)} €IR?
T(v,) T(v;) T(v,)
\ N,
A =’7311 a; a13—’
(1] ~la

a a

’ L 21 22 23J
T(v,)=T(1,0,0) = (2,1) > T(v,) = (a,w, +a,w,) D a,(-1,1) +a,,(0,1) = (2,1)
J —an =2 a=-2

la+a, =1 —a, =3

Analogamente, obtém-se: a,,= T?i’fzz =3,a,=0, a,, = 2. Assim,
[1]'= — -3 ol

v 3 3 2
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Exemplo 5.13: Seja T a transformacdo linear do Exemplo 11 e sejam
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B’ = {(1,0),(0,1)}. Calculemos [T]BB,.

T(1,0,0) = (2,3) = 2(1,0) + 3(0,1)
T(0,1,0) = (1,-2) = 1(1,0) - 2(0,1)
T(0,0,1) = (-1,4) = -1(1,0) + 4(0,1)

E importante ressaltar, aqui, que usamos simplesmente [T] para denotar a
matriz de uma transformacao linear T: R™ — R" em relacdo as bases candnicas.

Assim, no Exemplo 5.12, [T]LEi = [T]. Também é comum usar a notagao simplifi-

cada Tv="T(v).

Exemplo 5.14: Sejam T: V— V, onde T(v) =V (T éaidentidade) e B = {v1,..,v }

ep’ ={v",..v' } bases de V. Calculemos [T] .Como
1 n B’

Tv,=v,=a, Vv +..+a, Vv,

TV - vn a1nv’1 + + annv’n
8 fau L 3, -|| 8
[T] =| M O M | =[I]" é amatriz de mudanca de base.
B p
Laml L amrl U

Exemplo 5.14: Dadasasbases 3 ={(1,1),(0,1)} de R?e3’={(0,3,0),(-1,0,0),(0,1,1)}

de R? encontremos a transformacdo linear T: R?> —» R?® cuja matriz é
0 2
[T][3 :[—1 Ol,donde:
b |
[-1 3]
T(1,1)=0(0,3,0) -1(-1,0,0) - 1(0,1,1) = (1,-1,-1)
T(0,1) = 2(0,3,0) + 0(-1,0,0) + 3(0,1,1) = (0,9,3)
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Para encontrar T(x,y), escrevemos (X,y) em relacdo a base f3:
(xy) =x(1,1) + (y -x)(0,1).

Aplicando T e usando a linearidade, temos:
T(xy)=xT(1,1) + (y-x)T(0,1) =x(1,-1,-1) + (y-x)(0,9,3) = (x,9y - 10x,3y - 4x).

Teorema 5.6: Sejam V e W espagos vetoriais, a base de V, f basede We T: V— W

uma aplicagdo linear. Entdo, para todo v € Vvale:

[T(v)], =[T]; V],

1 -1
ER 5.5: Seja a transformacio linear T: R? — R? dada por [T]; :{ 0 1 —l
-2 3]
onde a ={(1,0),(0,1)} é base de R?  ={(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)} é base de R®.

Qual é aimagem do vetor v = (2,-3) pela aplicacao T?

Solucgao: Para isto achamos as coordenadas do vetor v em relagdo a base a,

2
obtendo [v] = ; a seguir, usando o teorema temos:

Tl
fIva =T+ wva =

B B« _3J|
2 3|} | 131

ou seja, Tv = 5(1,0,1) - 3(-2,0,1) -13(0,1,0) = (11,-13,2).

R EAREN

Definicao 5.7: Chama-se nulidade de uma matriz A, a diferenga entre o nu-

mero de colunas de A e o posto de A.
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Teorema 5.7: Seja T: V— W uma aplicagdo linear e a e § bases de V e W res-

pectivamente. Entdo:
dim Im(T) = posto de [T];

dim ker(T) = nulidade de [T]|" = niimero de colunas - posto de [T]".
p p

Teorema 5.8: Sejam T1: V— We T2: W— U transformagdes linearese o, f ey

bases de V, W e U, respectivamente. Entdo, a compostade T,com T,, T,dAT,: V— U,

1 ][]

élineare:
[TdT]
2 1

_ o
Y B

Exemplo 5.15: Considere uma expansao do plano R? dada por T1(x,y) = 2(x,y),
e um cisalhamento dado por T2(x,y) = (x + 2y,y). Ao efetuarmos primeiro a ex-

pansao e depois o cisalhamento, teremos a sequéncia:

As matrizes (em relacdo a base canonica &) das transformacoes sdao

[2 0] ¢ 1 2]
[T1]§:| | € [Tz]§:| i
0 2J |_O 1J

Entdo, a matriz (em relagdo a base candnica de R?) da aplicacdo que ex-

pande e cisalha (que é justamente a composta T>dT1) sera

1 2][2 01|:‘r2 41’
L0 1]l0 2] |0 2]
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ER 5.6: Sejam as transformacdes lineares T,: R?— R®e T,: R* > R?cujas ma-
trizes em relacdo as bases o = {(1,0),(0,2)}, B ={(1/3,0,-3),(1,1,15),(2,0,5)} e
v={(2,0),(1,1)} sdo:

[TI]ZE ﬂ : [Tz]fz[g . ‘01]

Qual é a transformacdo linear composta T,dT,: R*— R?, ou seja, (T,dT,)
(xy)?

Solugio: Para isto, usamos o teorema anterior para achar a matriz da composta:

[1 0]
i o }:|r0 1 —1|1|1 _1||: [1 —21|

Agora, escrevemos as coordenadas do vetor (X,y) em relacdo a base o

[x]
[y, =hy |
L2
2] xv]
y — :
L0 OJLZJ [ 0]

(T2dT1)(x,y) = (x-y)(2,0) + 0(1,1) = (2x - 2y,0).

Entdo, usando o Teorema 5.8, temos | (T, °T1)(X.Y)]y =|

Portanto,

Teorema 5.9: Se T: V— W é uma transformagdo linear inversivel (T é um iso-

morfismo) e a e B sdo as bases de V e W, entdo T': W — V é um operador linear

e[ =(7]:) .

Teorema 5.10: Seja T: V— W uma transformagdo linear e ae f bases de Ve W.

Entdo, T é inversivel se, e somente se, det[T]i #0.
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Exem?go 2116 Seja T: R? - R? uma transformacdo linear dada por

[T] onde & é a base candnica de Rz Como det[T ] =1, o Teorema
: LZ 3J :
5.10 afirma que T é inversivel. Pelo Teorema 5.9, temos que
[3 47" [3 -4]

T =(Tf) = 1=
5 s |2 3] |-2 3]
~41x] [ 3x-4y | .
Ento, [T‘l (x,y)-| [ [X] |_ E I v = —2x+§y ) ou seja, T(x,y)
|_ koL 1L ]

Se T: V— W é uma aplicagao linear, o, o’ bases de Ve 3, B’ bases de W, pode-

mos relacionar as matrizes [T]" e [T]" do seguinte modo:
B B

Teorema 5.11: Dada a matriz de transformagdo linear em relagdo a certas
bases a e § e as matrizes de mudanga de base para novas bases a’ e 3, pode-se

encontrar a matriz de mesma transformagdo lmear desta vez em relagdo as
novas bases a’ e 3, ou seja, [T] —[IOTOI] =[I ] [T] [".

Definici05.8:Se [T]E =A[T] A ,asmatrizes [T] e [T]E sdoditassemelhantes.

174  ALgebRA LINEAR coM OCTAVE



6. AUTOVALORES E AUTOVETORES

6.1 FUNCOES CARACTERISTICAS

Associada a cada matriz quadrada A = (a;) de ordem n existe uma fun¢do
chamada fungao caracteristica de A, dada por

a,-A a, L a

f(n) :|A—M|: 3y  Aap-A Loa, 6.1)
M M O M
a, a, L a,-2
A equacao
f(r)=|A-21]=0 (6.2)

pode ser expressa na forma polinomial
CA+c A1+ +c A+c =0 (6.3)

0 1 n-1 n



Definicao 6.1: A equacao (6.3), determinada conforme as Equagdes (6.1) e

(6.2), é chamada equacio caracteristica da matriz A.

(120
ER 6.1: Encontre a equagio caracteristica da matrizA= |2 2
0
1-A 2 0

Solucdo: A equagdo caracteristica de A é | 2 2-A 2
A3 —6)A2 +3X+10=0.

Algumas vezes a tarefa de expressar a equacao caracteristica de uma matriz

na forma polinomial pode ser consideravelmente simplificada pela introducao
do conceito de traco de uma matriz.

Defini¢ao 6.2: A soma dos elementos da diagonal de uma matriz A é chamada
traco de A e é denotada por tr(A).

Sejam t, = tr(A), t,= tr(A?),.., t_ = tr(A"). Pode ser mostrado que os coeficien-
tes da equagdo caracteristica sdo dados pelas equagoes:

¢, =1,

Q="

c=—(ct+t),
2 11 2

c =—"(ct+ct +t), (6.4)
3 21 1 2 3
3
1
c=—(c t+c t +.tct +t)
n — n-11 n-2 2 1 n-1 n
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As equacodes (6.4) tornam possivel o calculo dos coeficientes da equagao ca-
racteristica de uma matriz A pela soma dos elementos da diagonal das matri-
zes da forma A". Este processo numérico pode ser facilmente programado para
matrizes de alta ordem, ou para pequenos valores de n. Os calculos podem ser

feitos manualmente sem dificuldade.

ER 6.2: Encontre a equagao caracteristica da matriz A no Exemplo 6.1 com o

uso das equagdes (6.4).

Solugao: A equacao caracteristica de A € da forma coA ;+c A +c A+c =0.

1 2 3
Agora
t1 =tr(A)=1+2+3=6
e como
5 6 4) (17 30 24)
wletplip-agal
\ ) \ )

tz = tr(A,)=5+12+13=30,
t3 =tr(A))=17+56+59=132.

Entdo, usando as equagdes (6.4),

=1,
c,=—6,
c=- 1_[(—6)(6) #3013,

2

c=- %f(3)(6) +(~6)(30) + 1321 =10,
s 3l ]

Portanto, A3 —6A% +3A+10=0 é a equacdo caracteristica de A.
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OCTAVE 6.2

O trago de uma matriz é calculado pelo comando trace. Entdo definimos a
matriz A, calculamos o traco de A e, na sequéncia, calculamos A?e A3e seus res-
pectivos tragos:

>A=11,2,0;2,2,2;0,2,31;
> tl = trace(Ad);

> A2 = A"2;

> A3 = A"3;

> t2 = trace(A2);

> t3 = trace (A3);

Podemos, entdo, determinar os coeficientes da equagao caracteristica, direta-
mente das Equacdes 6.4, de posse dos valores ja calculados t1, t2 e t3, definindo
ainda c0 =1 e calculando os demais:

> c0 = 1;

cO =1

> cl = -tl

cl = -6

> c2 = -1/2* (cl*tl+t2)

c2 =3

> ¢c3 = -1/3*(c2*tl+cl*t2+t3)
C3 =10

Definicdo 6.3: As n raizes A1,Az2,.,A, da equacgdo caracteristica (6.3), de uma

matriz A, sio chamados os autovalores de A.

3
ER 6.3: Determine os autovalores da matriz A, onde A = (2 ;) ;

1

22—\
da, isto torna-se A2 —5A+4=0.Os autovalores A = le) = 4 s3o as raizes da

Solucdo: A equacgao caracteristica de A é =0. Na forma expandi-

equacao caracteristica.

178  ALgebRA LINEAR coM OCTAVE



OCTAVEG6.3
O OCTAVE calcula diretamente os autovalores de uma matriz pelo comando
eig. Entdo, definimos a matriz A e calculamos os autovalores:

> A = [3 1;2 2];
> eig (A)

ER 6.4: Prove que o traco de uma matriz A de ordem n € igual a soma dos n
autovalores de A, isto é, tr(A) = Zki .

i=1

Solugdo: Seja A = (a). Por defini¢do, tr(A) = Zaﬁ . Considere a fungao carac-
teristica de A expressa na forma fatorada: -

A=A =(-1)" (A =2 )(A =2 ).(A =2 ).

O coeficiente de Ar1 em |A - Al| é (-1)"" ia_ ; 0 coeficiente de An! na

i=1

forma fatorada da fungdo caracteristica é (—1)n+1 27», . Portanto,

i=1

(_1)1171 23“ _ (_1)n+1 iki

i=1

n n
zaii = 27“1
i=1 =1

isto é, tr(A) = Zki :
i=1

Muitas aplica¢des da algebra matricial em matematica, fisica e engenharia
envolvem o conceito de um conjunto de vetores nao nulos que sdo levados no

vetor nulo por meio de uma matriz A - I, onde A, ¢ um autovalor da matriz A.
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Defini¢ado 6.4: Todo vetor coluna ndo nulo, denotado por X, tal que
(A=A D)X =0 (6.5)

é chamado um autovetor da matriz A.

Isto garante que no minimo um autovetor exista para cada A, uma vez que a
equacao (6.5) representa um sistema de n equagdes lineares homogéneas que
tem uma soluc¢do ndo trivial X, # 0 se, e somente se, |A - AI| = 0; isto &, se, e so-
mente se, A, ¢ um autovalor de A. Além disso, note que todo escalar ndo nulo
multiplo de um autovetor associado com um autovalor é também um autovetor

associado com aquele autovalor.

ER 6.5: Determine um conjunto de autovetores da matriz A do ER 3.

Solucdo: Associados com A, = 1 estdo os autovetores (X, x,)" para os quais
(A-1)(x, x) -

isto é,

Segue que -2x1 = X2. Se x1 é escolhido como algum escalar arbitrario con-
veniente, digamos 1, x; torna-se -2. Portanto, (1 -2)" é um autovetor associa-
do com o autovalor 1.

Analogamente, associado com A, = 4 estdo os autovetores (x, x,)" para

0s quais (A-4D)(x1 x2) =0

gL

Portanto, x1 = Xz, € (1 1) é um autovetor associado com o autovalor 4. Além

isto é,

disso, um conjunto de autovetores de uma matriz A é {(1 -2)7, (1 1)™}. Deve-se

notar que (k -2k)"e (k k)", onde k é qualquer escalar nio nulo, representam

formas gerais dos autovetores de A.
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OCTAVE 6.5

O comando eig pode ser utilizado de modo a fornecer, automaticamente, 0s
autovalores e 0s autovetores associados. Uma vez definida a matriz A, guardamos
0s autovalores numa matriz AVL e 0s autovetores numa matriz AVT, da seguinte
forma:

> A = [3 1;2 2];
> [AVT,AVL]=eig (A)
AVT =
0.70711 -0.44721
0.70711 0.89443
AVL =
4 0
0 1

Note que os autovalores estdo na diagonal da matriz AVL. Os autovalores as-
sociados a 4 e 1 sdo, respectivamente, a 19 e 29 colunas de AVT. Uma vez que
qualquer multiplo destes autovetores é um autovetor, podemos simplificar estes
valores, dividindo-os por uma de suas coordenadas, como segue:

> vl = AVT(:,1)/AVT(1,1)

vl =

1
1

\

<

N
Il

AVT (:,2)/AVT (1,2)

Os autovetores, agora, S0 exatamente 0s que aparecem em ER 6.5.

Os autovalores de uma matriz sio também chamados valores proprios,
valores latentes e valores caracteristicos da matriz. Os autovetores de uma
matriz também sdo chamados vetores proprios, vetores latentes e vetores

caracteristicos da matriz.
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6.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA DOS AUTOVETORES

3 0)
0 2

autovalores de Asdo A1 =3 e A; =2.Cada autovetor associado com A1 é da forma

Considere uma expansdo do plano representada pela matriz A = \ E Os

(k 0)T, onde k é qualquer escalar nio nulo, pois

(3-3 0 \k 0
| BN
L0 2730 Y

Além disso, o conjunto de vetores da forma (k 0)"ét.q.A(k 0)"=A,(k 0)%;
isto é,
(3 0k _yfk)
o 2ho) ™
Portanto, o conjunto dos autovetores associados com A1 = 3 é levado sobre
ele mesmo, mediante a transformacio representada por A, e a imagem de cada
autovetor é um multiplo escalar fixado deste autovetor. O multiplo escalar fi-
xado é igual ao autovalor com o qual o conjunto de autovetores esta associado.
Analogamente, todo autovetor associado com A; é da forma (0 k)7, ondek é
qualquer escalar ndo nulo. O conjunto de vetores da forma (0 k)" satisfaz
A0 k) =2,(0 k)';
isto é,
(3 0\(0\_2(0\
o 2wy
Portanto, o conjunto dos autovetores associados com A; = 2 é levado nele
mesmo sob a transformagdo representada por A, e aimagem de cada autovetor
€ um multiplo escalar fixado do autovalor. O multiplo escalar fixado € 1, isto é, 2.

Note que os conjuntos de vetores das formas (k 0)Te (0 k)T estdo sobre

0 eixo-x e o eixo-y, respectivamente (Figura 6.1). Sob a expansdo do plano

,0S espagos vetoriais unidimensionais

representada pela matriz A:\O
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contendo os conjuntos de vetores das formas (k 0)Te (0 k)" sdo levados neles
mesmos, respectivamente, e sao chamados espac¢os vetoriais invariantes.
Os espacos vetoriais invariantes ajudam a caracterizar ou a descrever uma

transformacao particular do plano.

y
(0,2K) A / vetores imagem
(0,K) A
O > >
(K.0) (3K,0) X

FIGURA 6.1 - Vetores imagem

ER 6.6: Determine os espacgos vetoriais invariantes sob um cisalhamento pa-

1
ralelo ao eixo-x representado pela matriz A = { 3 .

Solucgao: Os autovalores de A sdao A1 =1 e Az = 1. Associados com cada autova-
lor, esta o conjunto de autovetores da forma (k 0)7, onde k é qualquer escalar

nao nulo. Entio,

(1 2)(k)_, (k)

n 1 n n

e 0 espaco vetorial unidimensional contendo o conjunto de vetores da forma

(k 0)Té um espago vetorial invariante. Além disso, uma vez que A1 = Az =1,

cada vetor no espago vetorial é sua propria imagem.

ER 6.7: Determine os espacos vetoriais invariantes sob uma projecio do pla-

no representado pela matriz A = [1 O).
1 0
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Solugao: Os autovalores de Asao A1 =1 e Az =0.Associado com o autovalor A1
=1, esta o conjunto de autovetores da forma (k k)T, onde k é qualquer escalar
ndo nulo; associado com o autovalor A, = 0, esta o conjunto de autovetores da

forma (0 k)", onde k é qualquer escalar nio nulo. Ent3o,

R S

Uma vez que os vetores da forma (0 k)Tsao levados sobre o vetor nulo, o
espaco vetorial unidimensional contendo esses vetores é levado nele mesmo,
mas ndo é uma aplicacdo sobrejetora, o espago ndo é considerado um espaco
vetorial invariante. Entretanto, o espago vetorial unidimensional contendo o
conjunto de vetores da forma (k k)T € um espaco vetorial invariante. Note que
estes vetores estdo sobre a retay = x e que o plano é levado sobre esta reta,

por meio da projecdo do plano representada pela matriz A.

6.3 TEOREMAS

Nesta secdo, alguns teoremas, sobre autovalores e autovetores de matrizes
em geral e de matrizes simétricas em particular, serdo provados. Estes teoremas
sdo importantes para um entendimento das se¢des seguintes deste livro.

Note que, no ER 6.5 da Se¢do 6.1, os autovetores associados com os autova-
lores distintos da matriz A sdo linearmente independentes; isto €,

1 1 0
AEARARN
2
implica ki = k2 = 0. Esta ndo é uma coincidéncia. O seguinte teorema afirma
uma condi¢do suficiente para que autovetores associados com os autovalores

de uma matriz sejam linearmente independentes.

Teorema 6.1: Se os autovalores de uma matriz sdo distintos, entdo os autoveto-

res associados sdo linearmente independentes.
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Prova: Seja A uma matriz quadrada de ordem n com autovalores distintos A1,
A, .., A € autovetores associados X, X,, .., X , respectivamente. Suponha que
o conjunto de vetores seja linearmente dependente. Entdo, existem escalares
k,, k,, .., k ndo todos nulos, tais que
kX, +kX, +..+k X =0 (6.6)
Considere a pré-multiplicacdo de ambos os lados de (6.6) por
(A = RaD)(A = Aal)..(A = Aal) .

Usando a equagdo (6.5), obtemos

k, (A=1,1)(A=2,0)..(A-2, D)X, =0. (6.7)

Uma vez que (A - MI)Xl = 0, entdo AX, = A,X,. Portanto, a equagdo (6.7) pode

ser escrita como
ki (A =22 ) (k1 = A3 )M = hn )Xa =0,

o que implica k, = 0. Analogamente, pode ser provado que k, =k, =..=k =0,
0 que contraria a hipdtese. Portanto, o conjunto dos autovetores sdo linear-

mente independentes.

Deve-se notar que, se os autovalores de uma matriz nio sio distintos, os
autovetores associados podem ou nao ser linearmente independentes.

.............................................. (30\(31\

Exemplo 6.2: Considere as matrizes A = Ambas as ma-
ba) oo

trizes tem A1 = A, = 3; isto é, um autovalor de multiplicidade 2. Todo vetor nao
nulo da forma (x, x,)" ¢ um autovetor de A para A, e A,. Portanto, é possivel
escolher quaisquer dois vetores linearmente independentes tais como (1 0)"e
(0 1)"como autovetores de A associados com A4 e A2, respectivamente. Apenas
um vetor da forma (x, 0)" é, portanto, um autovetor de B para A, e A,. Quaisquer
dois vetores desta forma sdo linearmente dependentes; isto é, um é uma fun-

¢do linear do outro.

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 185




Teorema 6.2: Se A é uma matriz Hermitiana, entdo os autovalores de A sdo reais.

Prova: Seja A uma matriz Hermitiana, A, qualquer autovalor de A, e X. um au-
tovetor associado com A,. Entdo,
(A-nD)Xi =0
AX -AX =0
X AX, -A X X =0

a & q
11 1

Uma vez que todo autovetor é um vetor nao nulo, X;'X; ¢ um numero real

nao nulo e
- X*AX
i W . N
Além disso,

—1 "1
*

X, AX, =X; A X,=(X, AX, ), =X, AX,

isto é X 'AX, é igual ao seu proprio conjugado e, portanto, é real. Além disso, A,

é igual ao quociente de dois niimeros reais, e é real.

Teorema 6.3: Se A é uma matriz simétrica real, entdo os autovalores de A sdo reais.

Prova: Uma vez que toda matriz simétrica real é uma matriz Hermitiana, a

prova segue do Teorema 6.2.

Antes de apresentar o proximo teorema, é necessario considerar a seguinte
definicdo: dois autovetores complexos X; e X sdo definidos como ortogonais se
X,’X, = 0.

Exemplo 6.3: Se X, = (-i 2)"e X, = (2i 1)", entdo, X,'X,= (-1 2) (21 1)"= 0.

Portanto, X, e X, sdo ortogonais.
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Teorema 6.4: Se A é uma matriz Hermitiana, entdo os autovetores de A asso-

ciados com autovalores distintos sdo vetores ortogonais.

Prova: Seja A uma matriz Hermitiana, e sejam X; e Xz autovetores associados

com quaisquer autovalores distintos A1 e A2, respectivamente. Entdo,
(A-MDX1=0 e (A-Ad)Xz =0;
isto é,

AX, =1X, e AX,=1X,. (6.8)

Multiplicando ambos os lados da primeira equagdo de (6.8) por Xz,

obtém-se
MXz X1 =Xz AXi =Xz A X1 =(AX2), X1 = 212Xz X1,
Entao,
A
XX ="2XX .
2 1 }\'— 2 1

1

Uma vez que A, e A, sdo reais e distintos, X, X, deve ser zero. Portanto, X,
e Xz sdo autovetores ortogonais.

Teorema 6.5: Se A ¢ uma matriz real simétrica, entdo os autovetores de A, as-

sociados com autovalores distintos, sdo vetores ortogonais.

Prova: Uma vez que toda matriz real simétrica é uma matriz Hermitiana, a

prova segue do Teorema 6.4.
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6.4 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Nota-se que um autovetor X tal que (A - AI)X,= 0, para i = 1,2,..,n, pode
ser associado com cada autovalor A. Esta relacdo pode ser expressa de forma

alternativa como

AX, =AX,, para i=1,2,.,n. (6.9)

1
Se uma matriz quadrada de ordem n, cujas colunas sdo autovetores X de A,

é construida e denotada por X, entdo as equacgoes de (6.9) podem ser expressas

na forma
AX=XA, (6.10)
onde A é uma matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de A; isto é,
( M0 L O
A=!0 & L 0 (6.11)
M MO M

to 0 L xn)|

Foi provado que os autovetores associados a autovalores distintos sao line-
armente independentes (Teorema 6.1). Portanto, a matriz X sera nao singular se
os A, sdo distintos. Se ambos os lados da equac¢do (6.10) sao multiplicados por

X1, o resultado é
X1AX = A. (6.12)

Assim, pelo uso de uma matriz de autovetores e sua inversa, é possivel
transformar qualquer matriz A com autovalores distintos numa matriz diagonal

cujos elementos sdo os autovalores de A.

Defini¢io 6.5: A transformacdo expressa por (6.12) é conhecida como diago-

nalizacdo da matriz A.

Se os autovalores nao sdo distintos, a diagonaliza¢do da matriz A pode nao

ser possivel.
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Exemplo 6.4: amatrizA = LO 3J ndo pode ser diagonalizada como em (6.12).

Uma matriztal como amatriz Ana equacio (6.2) algumas vezes é mencionada

como sendo similar a matriz diagonal.

Definicdo 6.6: Considere A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem. Se
existe uma matriz ndo singular C, tal que C*AC = B, entdo A e B sdo chamadas
matrizes similares, e a transformacado de A para B é chamada transforma-

¢ao de similaridade.

Definicao 6.7: A matriz B da Defini¢do 6.6 é uma matriz diagonal cujos ele-
mentos da diagonal sdo os autovalores de A, e é chamada forma candnica
classica da matriz A. Ela é a inica matriz, exceto para a ordem na qual os

autovalores aparecem ao longo da diagonal principal.
Defini¢ao 6.8: A matriz X de (6.12), cujas colunas sdo autovetores da matriz

A, frequentemente é chamada matriz modal de A.

Lembre-se de que cada autovetor pode ser multiplicado por qualquer

escalar ndo nulo. Portanto, uma matriz modal de A n3o é tnica.

6 2 8 6
ER 6.8: Determine se A = (_2 1) eB= (_3 _1) sdo matrizes similares.

Solucao: Se A e B sdo matrizes similares, existe uma matriz quadrada nao
a b
singular C de ordem 2 tal que C'AC = B; isto é, AC = CB. Seja C = [ ) onde

- )

ad - bc # 0. Entéo,
(6 zyh lﬂ_(a b}(8 6)
K_Z 1}\C d} \C d)\_3 —1)

6a+2c 6b+2d (83—3b 6a—b
\_23+C —2b+d)_K8c—3d 6c—d)
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Esta equacdo matricial leva ao sistema de equacdes homogéneas
{ 2a-3b-2c=0
2a+7c¢-3d=0
|6a—7b—2d=0
|2b+6c—2d =0
0 sistema de equagdes homogéneas tem um nimero infinito de solu¢des
daformaa=3t-7s,b=2t-6s,c=2s,ed=2t, onde s e t sdo escalares arbi-
trarios reais. Portanto, existe uma matriz nao singular
3t—7s 2t-6s

C=\ 2s 2t )

onde s e t sdo escalares arbitrarios reais, com a garantia de que det C # 0; isto &,
6t> - 18t + 125 # 0,
(6t-12s)(t-s) #0,
t#£2s e t#s.

Portanto, A e B sdo matrizes similares.
Como uma ilustragdo de que A e B sdo matrizes similares, sejam s = 0 e
t = 1. Entao,

]

|(3 2) (1 1)

e )

1 1
:(3 —J(s 2\H(3 2\|:|(8 6\|:B.

LO lJL—z 10 2) (-3 -1)
2

=
N =

C1AC

ER 6.9: Prove que matrizes similares tém determinantes iguais e autovalores

iguais.
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Solugao: Sejam A e B matrizes similares. Entao, existe uma matriz quadrada
ndo singular C de mesma ordem que A e B, tal que C!AC = B. Uma vez que o
determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto de seus deter-

minantes, segue que
detB=detC! det AdetC

=detC1detCdet A

= det (C1C)det A

=detldetA

=detA

Entao,
det(A—2I)=det[C(A-AI)C]

= det (C1AC - AC7IC)
=det(B-Al)

isto é, A e B tém a mesma fungao caracteristica. Uma consequéncia imediata

disso é que A e B tém a mesma equagdo caracteristica e os mesmos autovalores.

Deve-se tomar o cuidado de observar que o inverso da afirmacdo do Exem-

10
plo 6.2 ndo é necessariamente verdade. Por exemplo, as matrizes A = { 0 1} e

(1 2)

B= LO ) | tém os mesmos autovalores A, =X, =1 e detA = detB, mas C'AC=1

para qualquer matriz quadrada nao singular C de ordem 2 e [ # B. Portanto, A e

B ndo podem ser matrizes similares.

ER 6.10: Prove que A" X = A,"X, para todos os nimeros naturais n.

Solucao: Esta util relacdo pode ser provada por indu¢do matematica. Tem-se
AX = AX, por (6.9). Agora, suponha que A*X = A X, onde k é qualquer inteiro
positivo. Entao,
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AkﬂXi = AN;Xi
=AkAX
= N}ﬂxz por (4.9).
Portanto,
AnX = N:X : (4.13)

para todos os nimeros naturais n.

Foi mostrado que, se A é uma matriz real simétrica de ordem n com n auto-
valores distintos reais, os autovetores associados sdo mutuamente ortogonais
(Teorema 6.5). Uma matriz de autovetores pode ser feita ortogonal proépria se

cada autovetor é normalizado por um multiplo escalar apropriado.

Definicao 6.9: Uma transformacdo de similaridade empregando uma matriz
ortogonal modal é chamada transformacao ortogonal; isto é, uma trans-
formacdo ortogonal de uma matriz A é da forma C'AC, onde C é uma matriz

ortogonal.

Se uma matriz simétrica de ordem n tem autovalores multiplos, é sempre
possivel determinar n autovetores unitirios mutuamente ortogonais. E possivel
mostrar que r autovetores linearmente independentes que sio ortogonais aos
outros autovetores podem ser associados com um autovalor de multiplicidade r.
Além disso, é sempre possivel escolher estes vetores ortogonais a cada um dos

outros.

Teorema 6.6: Toda matriz simétrica real pode ser ortogonalmente transfor-

mada na forma canédnica cldssica.

O Teorema 6.6 é algumas vezes chamado de Teorema dos eixos princi-

pais. Uma aplicacdo deste teorema a geometria analitica serd considerada

posteriormente.

192 ALgebRA LINEAR coM OCTAVE



ER 6.11: Determine uma matriz modal ortogonal prépria que transforma a

3
matriz A na forma canonica classica, onde A = {1 1) .

Solucdo: A equagdo caracteristica de A é A? - 6\ + 8 = 0; entdo, os autovalores

de A sdo A, = 2 e A, = 4. Associado com o autovalor A, = 2, esta o autovetor

(1 Y
unitario LTZ TZJ . . 1 \T

Associado com o autovalor A, = 4, esta o autovetor unitario | T TJ :

Portanto, uma matriz modal ortogonal que transforma a matriz A na

forma canonica é

SRS
G-

isto é,
A RN R
W& ﬁ“ ! ?" Nt (2 °\|
|i .u 3) | \o 4)
= 7 e )

6.5 0 TEOREMA DE CAyLEy-HAMILTON

Um importante teorema da teoria de matrizes é o Teorema deCayley-

Hamilton:

Teorema 6.7: Toda matriz quadrada A satisfaz sua prépria equagdo caracte-
ristica |A-Al| =0
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Mais precisamente, se A é trocado pela matriz A de ordem n e cada nimero
real ¢, é trocado pelo multiplo escalar ¢ I, onde I é a matriz identidade de ordem
n, entdo a equacgdo caracteristica da matriz A torna-se uma equag¢do matricial
valida; isto é,

C A +c, A1+ +c, ,A+cI=0. (6.14)

Um argumento heuristico pode ser usado para provar o Teorema de Cayley-

-Hamilton para uma matriz A com autovalores distintos.

Prova: Trocando a variavel A pela matriz quadrada A e ¢, por c [ na expressao

para a fungao caracteristica de A obtém-se

f(A):cOAn+c1A"‘1 e Al (6.15)

Pés-multiplicando ambos os lados da equagdo (6.15) por um autovetor X,
de A, associado com A, obtém-se
f(A)X = (c0 At Ml tte A +cn)Xi

pois A*X, = 1.*X (verifique isto como exercicio). Uma vez que

c An + c Al +c ) A +c =0 para i=1,2,.n,
1 1 1 n

entao,
f(A)X, =0 para i=1,2,.,n.
Portanto,

f(A)X =0, (6.16)
onde X é uma matriz de autovetores. Como os autovetores sdo linearmente
independentes pelo Teorema 6.1, a matriz de autovetores tem uma tnica in-
versa X'1. Se ambos os lados da equagdo (6.16) sdo p6s-multiplicados por X7,

o resultado é f(A) = 0, o que conclui a prova do teorema.

3 -2
ER 6.12: Mostre que a matriz A = (1 2] satisfaz sua prépria equagao

caracteristica.
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-
Solugio: A fungio caracteristica de A é f(K) = |A— Al |= r ‘:f[k) sA2=

—A
-5\ + 8. Trocando A por A e 8 por 8, onde I é a matriz identidade de ordem 2,

obtém-se

(3 =2Y (3 -2) (1 0)
W o) 2o o

_|(7 —10) (15 10\ (8 o\|_(o 0\

CEEDA ) k 550 Y

Portanto, f(A) = 0 e o Teorema de Cayley-Hamilton foi verificado para a

matriz A.

OCTAVE6.12
Definindo a matriz A, de posse da equacgéo caracteristica, o calculo é direto:

> A = [3 -2;1 2];
> A*2-5*A+8*eye (2)
ans =

0 0

0 0

A matriz identidade de ordem 2 é criada pelo comando eye (2).

O Teorema de Cayley-Hamilton pode ser aplicado ao problema de determi-
nacdo da inversa de uma matriz ndo singular A. Seja

cAM+cAnl+.+c A+c =0
0 1 n-1 n

a equacao caracteristica de A.
Note que, uma vez que A é uma matriz nao singular, A, # 0; isto é, todo auto-
valor é ndo nulo, e ¢ # 0. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
CoA" +c, Al 4 +c, A+ I=0,
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I:——1 (c Ar+c Anl 4+ +c A). (6.17)
0 1 n-1
C

n

Se ambos os lados de (6.17) sdo multiplicados por A%, o resultado é

A=t (cArtrc arzeac 1), (6.18)
0 1 n-1
C

n

Note que o calculo de uma inversa pelo uso da equacao (6.18) é facilmente

adaptavel a computadores digitais de alta velocidade e nao é dificil calcular ma-

nualmente para pequenos valores de n. No calculo das poténcias da matriz A,

necessarias na equacao (6.18), também sdo obtidas as informacgdes a respeito

do tr(A¥) para o calculo dos c,.

ER 6.13: Use o Teorema de Cayley-Hamilton para encontrar a inversa de

1 0 1
A=]1-1 1 -3|.
2 2 4
1-» 0 1
Solucido: A equagdo caracteristicade Aé| -1 1-A —-3|=0; ouAr3-6A%+
2 2 4-A

+ 13X - 6 =0. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
A3-6A%+13A-61=0,
I=(A%-6A?+13A)/6,

A= i(AZ ~6A +131).

Portanto,

196  ALgebRA LINEAR coM OCTAVE



1”101)2 (10 1) (100ﬂ [3 2

A= “—1 1 —3‘—6|—1 1 —3'+13‘0 1 o'| il ‘+
6 6
L\Z 2 45 (2 2 45 (00 1JJ 8 10 12)
( 1 1
(6 0 —6) (13 0 3 3}
+|‘ 6 -6 18%(0 13 0” ’ Lt EH
g T 9
12 12 24 0 0 13)J 5 q |
373 6

Assim, A*onde k é um inteiro positivo é definido como igual a (A )% Pelo
uso da equagdo (6.18), é possivel expressar qualquer poténcia inteira negativa
de uma matriz nao singular A de ordem n em termos de uma fungao linear das

primeiras (n - 1) poténcias de A.

2 4
ER 6.14: Encontre A3 para a matriz nao singular A = (Ll 1\ J Verifique que

A3 éainversade A3.

Solucgdo: A equacdo caracteristicade AéA*-3A-2=0,ec,=1,c,=-3,ec,=-2.
Usando a equacao (6.18), q
1 =" (A-3I). Entéo,
2

AZ—AlAl——(I 3A1)——1—fAeA3—A1A2—141A—1—

Portanto,

L _11(2 4\ 39{1 _8
|
8|1 1) 8\0 1) 1 7
(8 4

M. H. StoppaA | R. A. BoRges 197



Assim, como A3 :|(28 44? entao |(28 44\|f/_l'é 5\||:|(1 0\|
\11 17) \11 17){ 11 —ZJ \0 1)
8 2

6.6 FORMAS QUADRATICAS

Antes de discutir a simplificagio da equacdo quadratica geral em duas
variaveis por meio de transformacdes de movimento rigido, é necessario

introduzir o conceito de formas quadraticas reais.

Definicdo 6.10: Uma forma quadratica é um polindmio homogéneo de se-
gundo grau em n variaveis w,, w,, .., w ; isto é, um polindmio da forma
iauwiwj (6.19)
ij=1
Todas as formas quadraticas podem ser expressas como uma matriz produ-
to W'AW, onde W = (w, w, ... w,)"e A = (a;) € uma matriz simétrica real nica.
Portanto, toda forma quadratica real pode ser ortogonalmente transformada na
forma & 72+ 72 +..+A 22, onde os A 530 0s autovalores de A, por uma esco-
lha apropriada de uma matriz ortogonal prépria C tal que CTAC é uma matriz
diagonal; isto é,

WTAW =ZTCTACZ = ZTAZ, (6.20)
onde W=CZeZ = (z,2,..z)" E claro, a matriz ortogonal apropriada C que
transforma uma matriz simétrica real A numa matriz diagonal é uma matriz de
autovetores unitarios de A.

Se (6.19) é um polindmio homogéneo de segundo grau em duas variaveis,
a matriz modal C da transformacdo ortogonal em (6.20) pode ser considerada
uma matriz de rotagdo. Por exemplo, o problema de reducao da forma quadra-
tica ax?+ 2bxy + cy? para a forma candnica a’x’* + c'y’? pode ser obtida por meio

de uma rotagdo do plano sobre a origem. Quando a forma quadratica é escrita

na forma matricial, o resultado é
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(a bYX\
(x LC d]\y}

Uma rotag¢do do plano sobre a origem sob um angulo 6 pode ser expressa

pela equagdo matricial

(X\j ({cos@ sen@]](x\

—senf cosO " y
K )\ N
Uma vez que a transposta de um produto de duas matrizes é igual ao produ-

to das transpostas das duas matrizes em ordem reversa, entao

(x y>J@$8 ﬁﬁ%wﬁ b“*ﬁﬁe gl )

Iy

representa a forma quadratica apds a rotacdo do plano sobre a origem sob um

angulo 0. Deseja-se que 6, o angulo de rotacao, seja tal que

cos® -senf)a b) cosd send) [a 0
sen® cosO |r d\w—sene cos0 |O c')

\ A A J U

Isto constitui claramente um problema de transformagdo de uma matriz
simétrica numa matriz diagonal. Primeiramente, mostra-se que, neste caso, 0s
elementos diagonais da matriz diagonal sdo os autovalores da matriz simétrica.
Portanto, para obter a rotagdo propria, é necessario apenas resolver a equagao
caracteristica da forma quadratica:

a-A b
b c-A

isto é, A2 —(a+c)7»+ (ac—bz):O.

Os autovaloref; A %N(to\rnam se o?ﬁoeﬁ(bleﬁtes\de x'2ey'? isto é,
(x v) =(x' y’) =(n x242, y'z)

o) londy)
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O angulo de rotagdo 6 pode ser determinado, considerando-se a equagdo

matricial

senf cosO —senO cosO

/(cose —sene\nac ‘3\|,( cosO sen9\|:/ﬂ6 7(37\’
\ N A )\ 2)

isto é,
[acos? 0— bsenOcosO— bsenOcosd+ csenz = A .
asenOcosb+ bcos? B— bsenZf— csenBcosd = 0
{ asenOcosb— bsenz6+ bsenz6— csenfcosO = 0 (621)

asen?0 +bsenOcosO +bsenbcosO+ccoszO=1,.

Se a segunda e a terceira equagdes de (6.21) sdo adicionadas, o resultado é

(a—c)senBosd+ b(cos? 6 senz0) = 0.

Além disso, £= sen2d =tan20.
c—a cos26
Portanto,
1
0= arctan (6.22)
2 c—a

Note que os vetores unitarios ao longo dos eixos coordenados sdo as ima-
gens dos vetores unitarios (cos6 -sen6)" e (send cosO)" associados com os au-
tovalores da matriz simétrica da forma quadratica. Estes autovetores unitarios

estdo ao longo dos eixos principais de ax? + 2bxy + y? = 0.

6.7 CLASSIFICACAO DAS CONICAS

Uma equagado de segundo grau mais geral, em duas variaveis x e y, pode ser

escrita na forma
f(x,y) =ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f =0, (6.23)

onde a, b, ¢, d, e, e f sio ndmeros reais.
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Defini¢ao 6.11: A equacio (6.23) no plano Euclidiano coordenado é chamada

secdo conica, ou simplesmente conica.

Por meio de uma rotacao do plano sobre a origem, uma translacao do plano,
ou ambas, é possivel representar qualquer conica de uma maneira simplificada
padrdo, ou seja, numa forma canoénica. Estas figuras planas podem ser estuda-
das mais facilmente em suas formas canonicas. Existem nove classes de cOnicas;
isto é, a equacdo (6.23) representa um dos nove tipos de figuras planas cha-
madas conicas. Duas destas figuras planas sdo imaginarias, de modo que nao
existem pontos reais que satisfacam a equacao (6.23).

Se afungao geral do segundo grau f (x,y) da equacgdo (6.23) é escrita na forma

f(x,y) =axx +bxy + dx +byx +cyy + ey +dx + ey +f, (6.24)

que é outra forma valiosa de f (x,y), esta funcdo pode ser expressa como o pro-

duto de 3 matrizes:

|(a b d\lx\
x vy 1)Lz Z (fa JLZ J' (6.25)

Definicdo 6.12: A matriz A dada por

A= (6.26)

Qo o
-~ D Q.

b
C
e

tem importancia central e define a conica dada por (6.24); € uma matriz real

simétrica e é chamada matriz da se¢ao conica.

Em adicdo a A, a matriz cujo determinante é o menor de f em A, a matriz

simétrica real
(a b)
F:
Lb . )I (6.27)

é de fundamental importancia na andlise de f (x,y). O resultado de uma pré-

-multiplicacdo da matriz F por um vetor linha (x y) e uma p6s-multiplicacdo da
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matriz F pelo vetor coluna (x y)" representa a por¢io da forma quadratica da

funcao geral de segundo grau; isto é,

(a b)x)
(x y =ax? + 2bxy + cy?.
ho o)

Apds uma rotacao do plano sobre a origem sob um angulo 6 definida pela

fx) (Cogge sen6 0\“/ ]
|| 1|‘ ' cosd 1||| 1 [
NARN N )

1 2b
onde0é Earctan —— ,aequacio geral de uma conica pode ser expressa na forma

equacao matricial

A X2+, y2+ 20x'+ 2By'+f =0; (6.28)
isto é,

v 1)’(x1 0 oq{p

7» ” y ' (6.29)

)

onde os A, sdo os autovalores da matriz F e
{a =dcosO-esend

B = dsen6+ ecos0 (6.30)

Os termos lineares em x’ e y’ de (6.28) podem ser removidos por uma trans-

lacdo do plano definido pela equagao matricial

(

10 _o)
f;iﬂlo B 'lr;m_
LlJ ' y .LlJ (6.31)

o
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Defini¢do 6.13: Se pelo menos um dos A, é igual a zero, ndo existe uma trans-
lacdo do plano que possa remover todos os termos lineares da equagao (6.28)
e, consequentemente, ndo existe um centro geométrico para a conica que é

chamada cénica nao central.
Por outro lado, se existe algum A, igual a zero, a matriz F é necessariamente
singular.
Defini¢ao 6.14: Quando F é ndo singular, existe um centro geométrico para a

conica e a conica é chamada conica central.

Ap6s uma translacdo do plano descrita por (6.31), a equacgao central da c6-

nica pode ser expressa como

A X240,y 2+ f'=0; (6.31)
isto é,
|(7u1 0 Oh(x”\
(x" y" 1), 0 A, 0py"i=0, (6.32)
0 0 f'hA1
onde
(XZ 2
fl=f———. 6.33
o (6.33)

Se um e apenas um A, é zero, entao existe uma transla¢ao do plano que deve

remover um dos termos lineares da equagdo (6.28).

Exemplo 6.5: Considere A; = 0. A translagdo do plano definida pela equagao

matricial
(2) [1o
i th A (630
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transforma a equacdo (6.28) na forma

A x"242By"+f'=0; (6.35)
isto é,
. |(7u1 0 0) X”
&y Do B'Y '20 (6.36)
0 B ¢
\ N
onde
aZ
f=f-—. (6.37)

ER 6.15: Transforme a equagdo da conica 5x*+ 6xy + 5y*-4x + 4y -4 =0

numa forma canénica (Figura 6.2).

Solucao: A equacdo da conica pode ser escrita na forma

( 5 3 z\ﬂ x\|
(x vy 1)‘ 3 5 2 " ‘—
—2 2 41
AN
53
A equacdo caracteristica de F = ( \ - 101 + 16 = 0. Portanto, os

o)

autovalores de F sdo A1 = 8 e A2 = 2 com o0s autovetores unitarios associados

(1 1Y (1 1Y
7z 7 ‘Uz =)

respectivamente. Portanto, a rotagdo do plano definida pela equagdo matricial
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deve transformar a equagdo da conica para a forma de (6.28):

11 ) (11 Q)
9B B e s -2 N7
x vy 1)-_ o0 ‘( 2\“i t Ofy'LO,
| 2 V2 |_22_4J\/5 V2 LJ
0 0 1J Lo 0 1J|
8 0 0 Yx'
x' vy 1)(0 2 2 sz.’[ y')lzo;
ko 2/2 4 )\1 )
isto é,
8x'2+2y'2+4 [2y'-4=0
y
4Xe+Y =420 7\ SXP+6XY+5Y2-4X+4Y-4=0

/.

8X2 + 2Y2 + 4(2)1/2 Y—4-Iﬂ'£"0» .....

FIGURA 6.2 - Forma candnica para uma conica

que

Uma translagio do plano definida por (6.31), onde a = 0, B = 22, A =28,
e A,= 8§ deve transformar a equacdo da conica na forma de (6.32). Dai resulta
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& ”| _1 11102 ijuﬁg‘fnyl -
V2 P A

&y 1)'{53 ; 0\(

M
G

8x""2+2y"2-8=0,
4x"24+y"2—-4=0;

isto é,
4x2 +y2 -4 =0.

Portanto, a conica é uma elipse real. Note que os vetores unitarios sdo

paralelos aos eixos principais da conica original.

Fica evidente, da discussao, que a classe de conicas representada pela equa-
¢do (6.23) pode ser determinada por uma investigagdo dos valores algébricos
dos autovalores da matriz F. As cOnicas serdo, agora, classificadas de acordo
com os autovalores de F.

Se A1 e A2 sdo ndo nulos e tém os mesmos sinais algébricos, entdo a equa-
¢do (6.32) representa uma elipse imaginaria, uma elipse real, ou um ponto real
dependente de ' ter o mesmo sinal dos A, diferir em sinal dos A, ou ser zero,
respectivamente. Além disso, se os autovalores sdo iguais no caso especial da
elipse real, a conica é um circulo.

Se A1 e Az sdo ndo nulos e tém sinais opostos, entdo a equagdo (6.32) repre-
senta uma hipérbole ou duas retas concorrentes, dependente de f' ser ndo nulo
ou zero, respectivamente.

Para o caso em que apenas um autovalor é zero, considere A; igual a zero;
ndo existe perda de generalidade em se fazer isso. Entdo, a equacdo (6.23) pode
ser transformada na forma (6.36). Se 3 é ndo nulo, entdo a equacgdo (6.36) re-

presenta uma pardbola; se 3 é igual a zero, entdo a equacdo (6.36) representa
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duas retas paralelas, se A1 e f tém sinais opostos; duas retas paralelas imagina-

rias se A1 e f tém sinais opostos e duas retas coincidentes se f’ é igual a zero.

ER 6.16: Identifique a classe da conica representada pela equagado x? — 4xy +
+4y? -4 =0.

Solucgao:
1 -2 0 )
A matriz da se¢do conicaé -2 4 0 |
L 0 0 —4J
1-A2 -2
A equacdo caracteristica da matriz F é 5 4 ):0 ;

isto é, A? - 5\ = 0. Portanto, os autovalores de F sdo A, =5 e A,= 0 com auto-

vetores associados

(1 2Y (2 1Y
= e |— .
WA B W .
Uma vez que a inversa da matriz de rotagdo e a matriz ortogonal prépria

de autovetores sdo idénticas,

2
( cosO sene\ | 35
k—sene cos0) ‘ J
cosO =1 /\[5 e senf= 2 /jﬁAlém dlsso, d=e=0;f=-4.Entdo, a == 0
por (6.30), e f = -4 por (6.38). Uma vez que um autovalor A; é zero e o auto-
valor restante A; e f tem sinais opostos, a equagdo da conica representa duas

retas paralelas.

Note que a equagdo da conica pode ser expressa na forma fatorada como
(x—2y+2)(x—2y-2) = 0. Portanto, as equagdes das duas retas paralelas sdo
x-2y+2=0ex-2y-2=0.
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/. OCTAVE

7.1 INTRODUCAO

Existem varios softwares auxiliares na realizacdo das mais diversas ativida-
des de ensino e pesquisa em matematica, dentre estes, pode-se citar o MATHE-
MATICA®, o0 MAPLE®, 0 MATLAB®, o0 MAXIMA e o OCTAVE. Estes dois ultimos
sdo softwares livres, ou seja, sdo gratuitos e de codigo aberto, passiveis de con-
tribui¢des e alteracdes, sob determinadas condi¢des, ao seu cddigo original. Es-
ses programas contam em seu desenvolvimento com a participagio de pessoas
no mundo inteiro e tornam-se cada vez mais de interesse da comunidade cien-
tifica e do publico em geral. Muitos programas proprietarios possuem similares
gratuitos que podem auxiliar a reduzir os custos dessas ferramentas computa-
cionais, a0 mesmo tempo que dao acesso irrestrito a ferramentas robustas. Um
desses programas é o GNU-OCTAVE, utilizado para calculos numéricos. E devido

aaplicabilidade e a facilidade de acesso que este livro trabalha com o OCTAVE.



O OCTAVE foi originalmente desenvolvido para ser um software auxiliar de
um livro texto de graduacdo, utilizado no projeto de um reator quimico, que es-
tava sendo escrito por James B. Rawlings, da Universidade Wisconsin-Madison,
e John G. Ekerdt, da Universidade do Texas (Eaton et al., 1997).

A partir dai, o OCTAVE se tornou muito mais que apenas um pacote computa-
cional auxiliar destinado ao uso em sala de aula. Inicialmente, nao existia a pre-
tensdo de se construir um software de ampla aplicacdo e o foco do projeto era
apenas proporcionar uma ferramenta que auxiliasse os alunos na resolugio de
problemas reais e que pudesse, também, ser usada num contexto um pouco mais
amplo que os problemas oriundos do projeto de reatores quimicos. O OCTAVE é
de simples utilizacdo, e mesmo iniciantes sdo capazes de dominar os comandos
basicos rapidamente, usando-os de maneira eficiente sem muita dificuldade.

Eaton et al. (1997) afirmam que as pessoas sdo levadas naturalmente a pen-
sar que o nome OCTAVE busca fazer uma analogia com a musica, mas, na reali-
dade, é 0 nome do professor de um dos criadores do software.

0 OCTAVE acabou sendo usado em diversas disciplinas da graduacao do De-
partamento de Engenharia Quimica e do Departamento de Matematica da Uni-
versidade do Texas, para ensinar equacdes diferenciais e também algebra linear.

De modo geral, o OCTAVE tem uma sintaxe semelhante a do MATLAB®, ofere-
cendo recursos suficientes para a maioria dos usudrios na resolugio de problemas
numéricos de algebra linear, manipulacdo de polindmios, integragio de equacgdes
diferenciais ordinarias e equagoes algébrico-diferenciais, além de varios outros re-
cursos. Umadas grandes diferengas entre o OCTAVE e o MATLAB®é o ambiente gra-
fico que eles utilizam; enquanto o segundo utiliza um ambiente GUI (graphics user
interface) o OCTAVE faz uso de um CLI (command line interface). O OCTAVE possui
um método interativo, em que os comandos sdo digitados diretamente no prompt;
todavia, também aceita o modo batch, como no MatLab®, que é representado pelos
“m-files”. A grande vantagem do OCTAVE é que ele também interpreta, na maioria
dos casos, estes “m-files”, bastando que estes sejam salvos no local adequado.

Mesmo para usos nao especificos nota-se uma tendéncia crescente de valo-

rizacdo de softwares livres, como substituto do Windows®, do Linux. Entre os
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varios motivos da op¢do pelo software livre, que seria mais importante que a
questdo do preco, esta a liberdade. Varias empresas e instituicdes académicas
estdo optando pelo Linux, porque nele se alia, a liberdade, a eficiéncia que esse
tipo de software oferece. Assim, o OCTAVE se apresenta como uma das melho-
res alternativas de software livre, quando comparado ao MATLAB®. Trata-se de
um software que tem direitos reservados e algumas limitag¢des de distribui¢ao
que buscam assegurar que todas as pessoas possam usufruir da mesma liber-
dade de uso e de redistribuicao. Essas condi¢des de uso e redistribuicdo sao
especificadas na licenca geral publica de GNU que acompanha o software.

0 OCTAVE esta disponivel na Internet em ftp://ftp.che.wisc.edu/pub/octave
ou, ainda, no site oficial http://www.gnu.org/software/octave/download.html;
informacdes adicionais estdo disponiveis em http://www.che.wisc.edu/octave.
Embora originalmente o OCTAVE tenha sido implementado para o ambiente
Linux, existem hoje versdes para Mac 0S X® e Windows®, que podem ser encon-
tradas em http://octave.sourceforge.net/.

Ao executar o OCTAVE é exibida uma janela reproduzida na Figura 7.1:

" octave | —ioix

NU Octave, version 3.8.1 i‘

opyright <(C> 2888 John W. Eaton and others.

hiz iz free software; see the source code for copying conditions.
here iz ABEOLUTELY NO WARRANTY; not even for MERCHANTIBILITY or
ITHESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details. type “warranty'.

Octave was configured for “ieB6—pc—mnsdosmsvuc".
Additional information about Octave is available at http://wuww.octave.org.
Please contribute if you find this software useful.

For more information, visit http:- A wuwu.octave.org-shelp—wanted.html

eport bugs to <bugfoctave.org> (hut first., please read
ttp://uwuuw.octave.orgshugs . html to learn how to write a helpful reportd.

or information about changes From previous versions. type “news’.

— Use “pkg list' to see a list of installed packages.

— 8ciTE editor dinstalled. Use ‘edit’ to start the editor.

— MSY¥S shell available (C:“Arguivos de programas™Octave\msys).
— Graphics backend: jhandles.

octave—3.@.1_exe:zl>

FIGURA 7.1 - Interface do OCTAVE
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Na tltima linha aparece o prompt do OCTAVE, a partir do qual, com o uso do
cursor, sdo digitados os comandos.

Alguns efeitos visuais basicos podem ser ajustados no OCTAVE. Clicando
com o botio direito do mouse sobre a faixa azul e, em seguida, em “Proprieda-
des”, pode-se, por exemplo, alterar as cores da fonte e do fundo.

O OCTAVE possui uma funcdo interna que verifica automaticamente erros
de comandos invalidos. Um erro comum, denominado erro de sintaxe, acontece
quando o OCTAVE ndo entende algo que foi digitado. Por exemplo, se ao digitar

com erros um determinado comando, obtém-se:

>> functon y=cubica(x) y=x"3;endfunction

0 OCTAVE respondera com uma mensagem do tipo:

parse error:
syntax error

>> functon y=cubica(x) y=x"3;endfunction

Para a maioria dos erros de sintaxe, 0 OCTAVE usa um sinal (*), para marcar
o ponto aproximado onde se localiza o erro. Neste exemplo, o OCTAVE acusou
um erro de comando mal escrito, functon em vez de function. Estas mensa-
gens facilitam muito a identificacdo e correcao dos erros de compilagdo.

Outra forma de erro ocorre quando o OCTAVE nao reconhece uma variavel
ou a estrutura de um comando, como no exemplo abaixo, em que a variavel t

nao foi definida:

>> t

error: ‘t’ undefined near line 1 column 1
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No OCTAVE é possivel obter comandos anteriores sem redigita-los nova-
mente bastando utilizar as teclas direcionais “para cima” e “para baixo” (as se-
tas T e 1) do computador. Estes comandos sdo visualizados do ultimo para o
primeiro. E possivel, ainda, utilizar as teclas “esquerda” e “direita” (as setas — e
®) para movimentar o cursor durante a digitacdo de um comando, para corri-

gir, apagar (teclas DELETE ou BACKSPACE) ou inserir novos caracteres.

7.2 OPERADORES ARITMETICOS

Os principais operadores aritméticos do OCTAVE sao apresentados a seguir.

Quadro 1 - Operacoes e simbolos no OCTAVE

| operacées simbolos
adicdo +
subtracao -
multiplicacéo *
diviséo /
potenciacio n

As operacdes elementares sdo apresentadas no OCTAVE em uma hierarquia

usual, conforme a ordem apontada abaixo:

QuAdRro 2 - Ordem de execucdo das operacoes

| ordem operacoes
1° potenciacao
20 multiplicag&o/diviséo
3° adicdo/subtracao

Isso significa que, por exemplo, se entrarmos com a operagdo 2+3"4, pri-
meiramente, 0 OCTAVE efetua a poténcia (374 = 81) e depois adiciona 2 a este

resultado, exibindo 83:
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>> 24374

ans = 83

Observe, no exemplo anterior, que o OCTAVE atribui o resultado das operacoes
realizadas a uma variavel padrao denominada ans. Esta varidvel pode ser guarda-

da em outra varidvel mais adequada conforme o desejo do usudrio, por exemplo:

>> X = ans

Uma vez armazenado o valor de uma variavel, esta pode ser utilizada para

gerar novos calculos, como:

>> y = 2*x

y = 166

«

Observe que o sinal de “=" faz uma atribuicdo, de modo que o resultado da
operacdo executada a direita desse sinal é armazenado na variavel determinada
pelo usudrio; no exemplo acima, a varidvel em consideracdo é “y”. Virgulas po-
dem ser utilizadas para separar comandos numa mesma linha como no exem-

plo a seguir:

>> x=34,y=56,t=x
x = 34

= 56

= 34

Uma vez que os valores das varidveis foram atribuidos (exemplo anterior),
um ponto e virgula (;) apds um determinado comando atribui o resultado a va-

ridvel designada e ndo exibe o resultado na tela:
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>> TT=x+y+ (t*y) /x;

Utiliza-se este procedimento em programas longos quando nao interessam
os resultados intermediarios. Vale lembrar que a exibicdo na tela, do resultado de
operacdes, aumenta o custo computacional. A qualquer momento o valor atribui-

do auma determinada varidvel pode ser visualizado digitando o seu nome:

>> TT

TT = 146

Além das prioridades peculiares entre os operadores (+, —, * e /), os parén-
teses sdo Uteis para alterar a ordem de uma operagao; os parénteses mais inter-

nos sdo avaliados antes dos mais externos, numa ordem “de dentro para fora”.

7.3 VARIAVEIS

O OCTAVE tem certas regras para nomear as variaveis - elas devem ter
nomes iniciados por letras e ndo podem conter espagos nem caracteres de
pontuacdo. Além disso, o OCTAVE distingue letras maidsculas de mintsculas;
por exemplo, as variaveis Aa, ah, aa e AA sdo todas diferentes para o OCTAVE.

Algumas variaveis, denominadas keywords (palavras-chave), possuem um
significado predefinido no OCTAVE. Estas keywords sdo reservadas e nao po-
dem ser utilizadas como varidveis quaisquer; do contrario, o OCTAVE pode in-
correr em algum tipo de erro. O Quadro 3 abaixo mostra alguns exemplos de

keywords reservadas:

Quadro 3 - Exemplos de keywords do Octave

‘ Comandos
break for varargout diary mlock
case function while echo more
catch global _end edit history munlock
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continue if addpath format pkg

do otherwise autoload help rmdir
else persistent cd history rmpath
elseif replot chdir iscommand run_history
end return clear iskeyword save
endfor static dbclean isvarname type
endfunction switch dbstatus load warning
endif try dbstop lookfor which
endswitch until dbtype mislocked who
endwhile varargin dbwhere mkdir whos

Para saber o que cada um destes comandos faz, basta digitar help pala-
vra, onde palavra é qualquer um dos comandos exibidos no Quadro 3. Assim,
0 OCTAVE exibe informag¢des detalhadas sobre as peculiaridades do comando
digitado.

Com excecdo das keywords, que sio predefinidas e ndo podem ser conside-
radas variaveis, qualquer varidvel pode ser renomeada, ou pode receber atri-
buicdo de qualquer valor, em qualquer momento.

0 usudrio pode visualizar as variaveis declaradas, apagar qualquer uma de-
las, ou apagar todas elas, conforme os seguintes comandos:

* who - mostra as variaveis declaradas pelo usuario;

*clear teste -apaga avaridvel chamada teste;

* clear - apaga todas as variaveis declaradas pelo usuario.

7.4 FORMATOS NUMERICOS DO OCTAVE

0 OCTAVE possui critérios especificos para a apresentacdo de resultados
numéricos, que levam em conta o formato e o nimero de casas que estdo sendo
utilizados. A seguir sdo exibidos alguns dos formatos de exibi¢cdo das variaveis

no OCTAVE. A sintaxe é format tipo,onde tipo é uma das keywords a seguir:
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QuadRo 4 - Tipos de formatos numéricos no Octave

| Tipos
short long free compact
short e long e bank loose
short E long E plus rat
short g long g native-hex native-bit
short G long G hex bit

O formato padrdo do OCTAVE é format short, em que os resultados numé-

ricos sdo exibidos com 5 algarismos significativos, por exemplo:

>> 7/8

ans = 0.87500

O format bank exibe apenas 2 casas decimais com arredondamento

automatico:

>> format bank

>> 7/8

ans = 0.88

O format long exibe 15 algarismos significativos:

>> format long
>> 7/8
ans = 0.875000000000000

Mais uma vez, o comando help format exibe as caracteristicas do coman-

do format.

7.5 MATRIZES E VETORES

A criagdo de uma matriz no OCTAVE é feita digitando-se os elementos da

matriz entre colchetes, e separando os elementos de uma linha por espacos ou
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virgulas, e as linhas por ponto e virgula; pode-se também teclar <ENTER> apds
a digitacdo de cada linha. A entrada de um vetor é considerada como um caso
particular de matriz, apresentando apenas uma linha ou uma coluna, respecti-
vamente, para o caso de vetor linha ou vetor coluna.

A matriz pode ser guardada em uma variavel, para calculos ou consultas

posteriores:
>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9] >> A=[1 2 3
A = 4 5 6
123 7 8 9]
4 5 6 ou A =
78 9 123
4 5 6
78 9

Pode-se criar uma matriz sem que ela seja mostrada na tela, de modo andlo-
go a criacdo de qualquer variavel, bastando colocar um ponto e virgula no final

da linha de comando:

>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9];

Existem comandos para criacdo de matrizes especificas, como identidade,
nula etc. Por exemplo, para gerar uma matriz onde todos os elementos sdo

iguais a 1, utiliza-se o comando ones:

>> A=ones (3)

hd
Il

=
=
=
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Para gerar uma matriz nula, é utilizado o comando zeros:

>> Z=zeros (3)
7 =

00

00

00

o O

Para gerar uma matriz com valores aleatérios (entre 0 e 1), utiliza-se o co-

mando rand:

>> B=rand (3)

B =

0.22359 0.69924 0.44681
0.58534 0.75207 0.81055
0.42150 0.38117 0.68350

Nos trés exemplos anteriores, sdo criadas matrizes quadradas, uma vez que
0 argumento entre parénteses é apenas um nimero, nestes casos, 3. Porém, po-
dem-se criar matrizes de qualquer ordem considerando os argumentos entre

parénteses como os ndmeros de linha e de coluna. Observe-se o exemplo:

>> Z=zeros (3,2)

0
0
0

o O O N

Pode-se criar uma matriz identidade por meio do comando eye:
>> I=eye (3)

I =
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100
010
0 01

E possivel apagar qualquer linha ou coluna de uma matriz, por meio de um

simples comando. Considere, por exemplo, a matriz A:

>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9];
123
4 5 6

78 9

Para apagar na sequéncia, respectivamente, a terceira linha e a segunda co-

luna, faz-se o que segue:

>> A(3,:)=1] >> A(:,2)=1[]
A = A =
4 5 6 4 6
7 8 9 7 9

De modo geral, para apagar a m-ésima linha de uma matriz A qualquer,
executa-se o comando A (m, :) =[], e, de modo andlogo, para apagar a n-ésima
coluna desta matriz A, o comando & (:,n)=[].

O Octave obedece a terminologia usual para matrizes utilizando a notagao
de matrizes B(i,j), onde i representa a linha, e j a coluna. Por exemplo, conside-
rando a matriz A anterior, o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna é exibido
por meio do comando A(i,j). Quando se utiliza o simbolo “:” no lugar de uma

linha ou coluna, ele significa “todos os elementos”:
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>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]; >> A(:,2)
123 ans =

4 56 2

78 9 6

>> A(1,2) 8

ans = 2 >> B(:,1:2)
>> A(2,2) ans =
ans = 5 12

>> A(1,:) 56

ans = 7 8
123

0O ultimo comando a direita fornece os elementos das linhas e da coluna 1 atéa 2.

No OCTAVE é possivel acrescentar linhas ou colunas extras a uma dada ma-
triz ja existente. Vale lembrar que devem ser tomadas as devidas precaucoes
com o numero de elementos adequados a cada linha ou coluna da matriz origi-
nal, pois qualquer discrepancia faz com o que o OCTAVE apresente mensagem

de erro. Veja os exemplos a seguir:

>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]1;
123
4 5 6

78 9

Paraadicionar uma quarta coluna a matriz A, executa-se o seguinte comando:

>> A=[A, [11;12;13]]
A =

12311
45 6 12
789 13

[ee)
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Para acrescentar uma quarta linha a matriz A, executa-se o seguinte comando:

A =
1
4
7
111

>> A=[A;[11 12 13]1]

2 3
5 6
8 9
2 13

7.6 OPERACOES MATRICIAIS

0 OCTAVE executa diretamente as operagdes elementares matriciais de for-

ma semelhante as operagdes escalares, desde que sejam satisfeitas as exigén-

cias sobre a ordem das matrizes, de modo que as operagdes sejam consistente-

mente efetuadas. Veja os exemplos seguintes:

>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9];

>> B=[11,22,33;44,55,66;77,88,99];

123 11 22 33

4 5 6 44 55 66

789 77 88 99

>> A + B >> 5*A

ans = ans =

12 24 36 5 10 15

48 60 72 20 25 30

84 96 108 35 40 45

>> A - B >> AN2

ans = ans =

-10 -20 -30 30 36 42

-40 -50 -60 66 81 96

-70 -80 -90 102 126 150
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Abaixo é apresentado um resumo das principais opera¢des matriciais:

Quadro 5 - Principais operacfes matriciais

| Simbolo Operacao Exemplo
+ adicao A+ B
- subtracdo A - B
* multiplicacéo A*B
» potenciacdo (A¥) A"k

N potenciacdo elemento A Ak
’ aelemento (a ) ’

A transposicao A’

7.7 DECLARAGOES DE CONTROLE

As declaracgdes de controle podem ser uma simples expressao, ou uma lista
de rotinas mais complexas, ou declarag¢des condicionais. As declarag¢des de con-
trole tais como if, while, for, dentre outras, controlam o fluxo de execucio
em cédigos escritos no OCTAVE.

Todas estas declaracdes de controle sdo iniciadas por keywords especiais
de modo a diferencid-las de expressdes comuns. Em geral, as declaragdes de
controle contém outras declara¢des que podem ou nio ser executadas, depen-
dendo do resultado do condicional considerado.

Toda declaragdo de controle tem uma declaragdo end correspondente que
marca o fim da declaragdo de controle. Por exemplo, endif e endwhile deter-
minam o final, respectivamente, das declaracdes if e while. As declaragdes
contidas entre uma declaragdo de controle e a sua declara¢do end correspon-

dente sdo denominadas corpo da declaragdo de controle.
e Adeclaracdoif

0 if no OCTAVE é uma declaragio de tomada de decisdo. Existem trés for-

mas basicas de uma declaracgio i f£. A sua forma mais simples é dada por:
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if (condigdo)

then-corpo

endif

onde condigdo é uma expressdo que controla o que o resto da declaragido
deve executar. E then-corpo é executada apenas se a condi¢do é verdadeira.

A condigdo numa declaragdo if € verdadeira se é ndo nula, e falsa se seu
valor é zero. Se o valor da expressdo condicional é uma matriz ou vetor, ela é
considerada verdadeira apenas se todos os seus valores sdo nio nulos.

A segunda forma de uma declaragdo if é:

if (condigdo)
then-corpo
else

else-corpo

endif

Se a condigdo é verdadeira, then-corpo é executada, caso contrario else-corpo
é executada. Considere o seguinte exemplo, onde rem (x, 2)==0 verifica se a
variavel x é divisivel por 2, e printf é utilizado para exibir a mensagem entre

aspas na tela.

if (rem(x,2)==0)

printf (“xiseven\n”);
else

printf (“xisodd\n”);

endif

A forma mais geral da declaragdo i f permite multiplas decisGes, conforme

0 seguinte:
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if (condigdo)
then-corpo
elseif (condigdo)
elseif-corpo
else
else-corpo

endif

Qualquer nimero de elseif pode ser utilizado; neste caso cada uma das
condigdes é testada na sequéncia, e se uma destas é verdadeira, seu corpo é exe-
cutado. Por outro lado, se nenhuma das elseif é verdadeira e existe um else,
entdo seu corpo é executado. Aparece, entdo, apenas um else e este deve ser a
ultima parte da declaragao.

No exemplo a seguir, se a primeira condicdo é verdadeira, ou seja, se a va-
ridvel x é divisivel por 2, entdo a primeira mensagem ¢é exibida na tela. Se ela é
falsa, entdo a segunda condicdo é avaliada. Se a segunda condicdo é verdadeira,
ou seja, se a variavel x é divisivel por 3, entdo a segunda mensagem é exibida na

tela. Caso contrdrio, a terceira mensagem é exibida.

if (rem(x,2)==0)
printf (“x é par”);
elseif (rem(x,3)==0)
printf (“x é impar e divisivel por 3”);
else
printf (“x é impar”);

endif

¢ Adeclaracdowhile
No contexto de programacao, um lago (loop) é uma parte do programa que

pode ser executado duas ou mais vezes sucessivamente, ou seja, podem ser
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realizadas acdes em repeti¢do. A declaracdo while é o tipo de loop mais sim-
ples no OCTAVE. As ac¢des sdo repetidas enquanto uma dada condig¢do é verda-
deira. De forma semelhante a declaracdo if, a condigdo num while é conside-
rada verdadeira se seu valor é ndo nulo, e falsa se este valor é zero. E, também
de forma semelhante ao if, se o valor da expressido condicional é um vetor ou
uma matriz, esta condicdo sera verdadeira apenas se todos os elementos forem
ndo nulos.

Uma declaragao while no OCTAVE se apresenta da seguinte forma:

while (condigdo)

corpo

endwhile

onde corpo é uma declaracdo ou lista de declara¢gdes denominadas corpo do
loop, e a condigdo é uma expressdo que controla até quando o loop deve ser
executado.

Uma das fun¢des do while é o teste de condicdo. Se a condicio é verdadeira,
o while executa o corpo da declaracdo. Apds esta execucdo a condigio é testada
novamente e, sendo verdadeira, mais uma vez o corpo é executado. Este proces-
so se repete até que a condicdo seja falsa. Se a condigdo é inicialmente falsa, o
corpo nunca é executado.

0 exemplo seguinte cria uma variavel fibonacci, que contém os primeiros

elementos da sequéncia de Fibonacci:

fibonacci=ones (1,10);

i=3;

while (i<=10) fibonacci (i)=fibonacci (i-
1)+fibonacci (i-2); i=i+1;

endwhile
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Nessa sequéncia o corpo é constituido de duas declaragdes e o loop trabalha
de forma muito simples. Primeiramente, é atribuido o valor 3 para a variavel i e é
criado um vetor com dez elementos todos iguais aum (fibonacci). Entdoowhile
testa até quando esta variavel é menor ou igual a 10. O primeiro elemento a ser
calculado, para quando i = 3 é fibonacci (3) = fibonacci (2) + fibonacci (1),
que resulta em 2. A segunda declarac¢io do corpo é um contador e adiciona uma
unidade a variavel i, que passa a ser 4. E o processo serepeteatéque i = 11,0 que

faz a condigdo do while se tornar falsa e o processo parar.

¢ Adeclaragio for
A declaracdo for é mais conveniente para iteracées de um loop. A forma

geral do for é dada por:

for var =expression

corpo

endfor

O corpo, neste caso, representa qualquer declaragio ou lista de declaragdes;
expressao é qualquer expressio valida e var pode assumir varias formas. De
maneira geral, var é uma variavel simples ou indexada. Se o valor da expressao
€ uma estrutura, var pode ser uma lista.

A atribui¢do da expressdo na declaragdo for trabalha um pouco diferente
da atribui¢do natural das declaragdes no OCTAVE. O seguinte exemplo mostra
outra maneira de criar um vetor que contém os 10 primeiros elementos da se-
quéncia de Fibonacci; diferentemente do exemplo anterior, agora utiliza a de-

claragdo for:

fibonacci=ones (1,10);
for 1i=3:10
fibonacci (i)=fibonacci (i-1)+fibonacci (i-2) ;

endfor
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Este cédigo produz uma lista de valores de 3 a 10 (ndmeros naturais).
Dentro do loop, cada um destes valores é atribuido a variavel i e o i-ésimo
elemento da varidvel fibonacci é calculado pela expressdo fibonacci (i)=
= fibonacci(i-1)+ fibonacci (i-2). Este processo é executado para todos

os elementos da lista.

Mostraremos a seguir, algumas das fun¢des mais comuns, exemplificando
sua utilizagdo no OCTAVE:

valor absoluto ou magnitude >> abs (3 + 41)
de um ndimero complexo: ans= 5
>> acos (0.8)

inverso do cosseno:
ans = 0.64350

>> acosh (0.8)

ans = 0.00000 + 0.643501
>> angle (4+1)

ans = 0.24498

>>asin (0.5)

ans = 0.52360

>> asinh (0.5)

ans = 0.48121

>> 4*atan(l) % o resultado

inverso da tangente: é o valor aproximado de pi
ans = 3.1416

inverso do cosseno hiperhélico:

angulo de um nimero complexo em radianos:

inverso do seno:

inverso do seno hiperbolico:

inverso da tangente em radianos
nos quatro quadrantes do angulo
de um nlimero complexo:

>> s=atan2(3,21i)
s = 1.5708

>> atanh (pi/4)
ans = 1.0593
>>conj (1- 41)

inverso da tangente hiperbdlico:

conjugado de um complexo: ,
ans = 1 + 41

>> cos (pi/3)

ans = 0.50000
>> exp (1)

ans = 2.7183

€0Sseno:

exponencial:
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parte imaginaria de um nimero complexo:

minimo multiplo comum dos inteiros x e y:

logaritmo natural:

logaritmo na base 10:

parte real de um nimero complexo:

resto da divisdo de x pory:

arredondamento em direcéo

a0 inteiro mais proximo:

se X € menor que zero, a fungdo sign
retorna ao valor —1; se x € igual a zero, retorna
ao valor 0; se x € positivo, retorna ao valor 1

calculo do seno de um nimero:

seno hiperbolico:

cosseno hiperbdlico:

raiz quadrada:

tangente:

>> imag (5 + 21i)
ans = 2

>> lcm(18,81)
ans = 162
>>h=10g(2)

h = 0.69315

>> 1ogl0(5)

ans = 0.69897

>> real (5 + 21)

ans = 5
R=rem (23, 4)

R =23
round (=2.6)

ans = -3

>> sign(-2.6)

ans = -1

>> sin(0.5)

ans = 0.47943
>> sinh (0.5)
ans = 0.5211

>> cosh (0.5)

ans = 1.1276
>>y=sqrt (372+4"2)
y =5

>>tan (sqrt (3))

ans = —6.1475

Também é possivel gerar graficos de varias fun¢des. Como exemplo, apre-

sentamos a seguir a implementacdo no OCTAVE para fungdes exponenciais.

Q

% funcdo exponencial

t=-5:0.1:5;

x=exp (t) ;
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Q

% com a variavel t positiva
y=exp(-t);

% com a variavel t negativa
plot(t,x,t,y,"'r’)

% plota dois graficos positivos, um crescente
legend (‘fung¢do x’, ‘funcao y’)

grid

axis([-5 5 -5 100])

%$limita os eixos

title(‘funcdo exponencial’)

xlabel (‘eixo x')

ylabel (‘eixo y’)

A Figura 7.2 mostra o grafico resultado das fun¢des apresentadas acima:

fungado exponencial

100

90 fungao x

fungéo y

80

70

60

50

eixoy

40

30

20

10 ]

FIGURA 7.2 - Grafico de funcbes exponenciais
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No caso das fung¢des hiperbdlicas, sdo exibidos os graficos de senhx, coshx e

tanhx, cuja implementacao no OCTAVE é a seguinte:

£=-2:0.01:2;

x=cosh (t) ;

y=sinh (t) ;

z=tanh(t);

plot(t,x,'b’,t,y,'r",t,z, k")

grid

>> legend (‘fung¢do cosh, funcdao senh, funcdo tanh’)
>> xlabel (‘t’)

>> ylabel (‘'x, vy, z')

>> title (‘Grafico de Func¢des Hiperbdlicas’)

Grafico de Fungdes Hiperbdlicas
4 I I

3 \ fun¢do senh ||
\ fungao tanh

func¢ao cosh 4

2 ™~ /’/
1 \\Hi _,/;%
,//
x_l ,//,/w

-2 -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 2

FIGURA 7.3 - Grafico de funcdes hiperbolicas
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INDiCE REmiSSiVO

A

anel 62
aplicacao
de valor singular 86
imagem da 86
inversa 88
sobrejetora 87
umaum 88
autovalor 178
autovetor 180

C

caracteristica
equacdo 176
fungdo 175

cisalhamento 104

cofator 52



conica 201
central 203
matriz da se¢do 201
ndo central 203
coordenadas
homogéneas 113
ndo homogéneas 113

D

delta de Kronecker 33
dependéncia linear 71
determinante 46
funcdo matricial 47
sinal do 50
diagonal
principal 31
divisores nulos 31

E

elemento neutro aditivo 19
elementos diagonais 31
espacos vetoriais
invariantes 183
unidimensionais 182

F

forma canodnica classica 189
forma quadratica 198

I

independéncia linear 71
indice

coluna 15

linha 15
isomorfismo 63

M

matriz
anti-Hermitiana 41
antissimétrica 35, 36
aumentada 78
coluna 26
complexa 40
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conjugada 41
das variaveis 23
dereflexdo 97
de rotagdo 92
de translacdo 115
diagonal 31
diagonalizagdo de 188
dos coeficientes 23
dos coeficientes 78
dos termos independentes 23
escalar 31
forma linha escalonada 74
Hermitiana 41
identidade 33
inversa aditiva 21
inversa multiplicativa 53
linha 26
modal 189
ndo singular 59
nula 19
ortogonal 108
ortogonal imprépria 109
ortogonal prépria 109
posto de 72
quadrada 16
real 16,41
simétrica 34, 36, 39
singular 59
tracode 176
transposta 35
transposta conjugada 41
unidade 33

matrizes 15
conformaveis 24
diagonais 31
diferenca de 21
iguais 17
multiplicagdo de 23
produto de 24
propriedade associativa 30
propriedade distributiva 28
propriedade reflexiva 37
similares 189
soma de 19
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menor complementar 52
multiplo escalar 21

0

ordem 16

P

plano
dilatagdo do 102
expansdo do 102
projecdesno 106
reflexdodo 97
rotacdo do 91
transformacdo do 91
translacdo do 114

propriedade
associativa 19
comutativa 19

Q

quatérnio 67
igualdade 67

R

r-menor 72

S

sistema de equacgoes lineares 22
consistente 79
homogéneas 84
inconsistente 79
solucdo ndo trivial de 84
solucdo trivial de 84

T

teorema
de Cayley-Hamilton 193, 195,196
transformacao
de movimento rigido 124
de similaridade 189
elementar sobre linhas 76
homogénea nao singular do plano 106
identidade 96
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linear homogénea do plano 106
ortogonal 192
ponto fixo de 95
produto 96
transformacgdes elementares
sobre linhas 73
transposta
da diferenca de matrizes 38
da soma de matrizes 38
do produto de matrizes 38

\'

valores caracteristicos. Consulte autovalor
valores latentes. Consulte autovalor
valores proéprios. Consulte autovalor
vetor

coluna 26

componentes de 26

linha 26
vetores caracteristicos. Consulte autovetor
vetores latentes. Consulte autovetor
vetores proprios. Consulte autovetor
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